§11 Vektorrdume mit Skalarprodukt

§11.1 Skalarprodukte



In diesem Kapitel sei stets K € {R, C}.



In diesem Kapitel sei stets K € {R, C}. Ist a € K, so schreiben wir
wieder a* fiir die komplex-konjugierte Zahl (falls K = R, so gilt
natiirlich a* = a).



In diesem Kapitel sei stets K € {R, C}. Ist a € K, so schreiben wir
wieder a* fiir die komplex-konjugierte Zahl (falls K = R, so gilt
natiirlich a* = a).

Allgemeiner schreiben wir A* fiir die komplex-konjugierte transponierte

Matrix (33)1§j§n,1§i§m € K"™M einer Matrix

A = (aj)1<i<mi<j<n € K" (falls K = R, so gilt natiirlich A* = AT).



In diesem Kapitel sei stets K € {R, C}. Ist a € K, so schreiben wir
wieder a* fiir die komplex-konjugierte Zahl (falls K = R, so gilt
natiirlich a* = a).

Allgemeiner schreiben wir A* fiir die komplex-konjugierte transponierte
Matrix (33)1§j§n,1§i§m € K"™™M einer Matrix
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Definition

Sei V ein K-VR. Ein Skalarprodukt auf V ist eine Abbildung
VxV =K, (v,w)— (v,w) derart, dass fiir alle u,v,w € V und
A € K gilt:

(1) (u+v,w) = (u,w)+(v,w)
(2) Av,w) = X(v,w)

(3) (uv+w) = (u,v)+(u,w)
(4) (vi\w) = Xv,w)

() (viw) = (w,v)"

(6) v#0 = (v,v)>0



Bemerkung

(a) Sei Vein K-VRund V x V = K, (v,w) — (v,w) eine
Abbildung, die (4),(5) erfiillt. Dann gilt
(v,0) = (v,0g - 0) = Og(v,0) = Og und daher
(0,v) = (v,0)* = 0 = Ok. Beachte auch, dass gilt (v, v) € R fiir
alle v € V. Es ist dann (6) dquivalent dazu, dass fiir alle v € V gilt

(6") (v,v) >0 und ((v,v) =0 = v=0).



Bemerkung

(a)

Sei Vein K-VRund V x V = K, (v,w)— (v,w) eine
Abbildung, die (4),(5) erfiillt. Dann gilt

(v,0) = (v,0g - 0) = Og(v,0) = Og und daher

(0,v) = (v,0)* = 0 = Ok. Beachte auch, dass gilt (v, v) € R fiir
alle v € V. Es ist dann (6) dquivalent dazu, dass fiir alle v € V gilt

(6") (v,v) >0 und ((v,v) =0 = v=0).

Manche Autoren fordern in der Definition eines Skalarprodukts auf
einem C-Vektorraum die Linearitdt im ersten und die Semilinearitdt
im zweiten Argument.



Beispiel
(a) K" x K" - K, (x,y) > (x,y) definiert durch
X1 V1

n
(x,y) ::Zx,f"y,-zx*y firx=1:1,y=|: | €K
i=1

Xn Yn

ist ein Skalarprodukt auf K", das Standardskalarprodukt auf K”,
wobei (6) folgt aus (x,x) = > 7_; |x;|? fiir alle x € K" [—4.2.8].



Beispiel
(a) K" x K" - K, (x,y) > (x,y) definiert durch
X1 1

n
()= xfyi=xy firx=|:]|,y=]|:]€eK"
i=1

Xn Yn

ist ein Skalarprodukt auf K", das Standardskalarprodukt auf K”,
wobei (6) folgt aus (x,x) = > 7_; |x;|? fiir alle x € K" [—4.2.8].
(b) R?2 x R? = R, (x,y) > (x,y) definiert durch

<<2) ; <Q>> = x1y1+5x1 Y2 +5x0y1+26x0y>  fiir x1,x0, y1,¥2 € R

ist ein Skalarprodukt auf R?, denn
x2 + 10x1x0 + 26x3 = (x1 + 5x2)% + x3 > 0 fiir (31) € R\ {0}.



Beispiel

(c) Esist C([0,1],K):={f | f:[0,1] — K stetig} ein Unterraum des
K-VRs K91 [-7.1.5] und

0,11 K)x C0. 1K) + K, (F.8) = (1.8 = [ " g(x)dx
ein Skalarprodukt auf C([0, 1], KK), denn

1 1
(f, f) = /0 f(x)*f(x)dx = /0 |f(x)|?dx > 0,
falls f € C([0,1],K) \ {0}.



Definition
Sei V ein K-VR. Eine Norm auf V ist eine Abbildung
V — R, v |lv|| derart, dass fiir alle v,w € V und X € K gilt

v+ wll
vl = [Alvll ,absolute Homogenitat"
v#0 = |v|| >0 [beachte auch ||0]] = |00 = |0k|||0]| = Ok]
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Definition
Sei V ein K-VR. Eine Norm auf V ist eine Abbildung
V — R, v |lv|| derart, dass fiir alle v,w € V und X € K gilt

A

lv+w|] < |v|]+]w] .Dreiecksungleichung”
vl = [Alvll ,absolute Homogenitat"
v#0 = |v|| >0 [beachte auch ||0]] = |00 = |0k|||0]| = Ok]

Definition

Einen (K-)VR zusammen mit einem Skalarprodukt oder einer Norm auf
V nennt man einen (K-)VR mit Skalarprodukt beziehungsweise einen
normierten (K-)VR.



Bemerkung

(a) Einen K-VR mit Skalarprodukt nennt man einen K-Prahilbertraum,
im Fall K = R auch einen euklidischen Raum und im Fall K = C
auch einen unitdren Raum. Altmodische Autoren sprechen jedoch
sowohl im reellen als auch im komplexen Fall von einem unitaren
Raum, wahrend neumodische Autoren in beiden Fallen von einem
euklidischen Raum sprechen.



Bemerkung

(a)

Einen K-VR mit Skalarprodukt nennt man einen K-Pr3hilbertraum,
im Fall K = R auch einen euklidischen Raum und im Fall K = C
auch einen unitdren Raum. Altmodische Autoren sprechen jedoch
sowohl im reellen als auch im komplexen Fall von einem unitaren
Raum, wahrend neumodische Autoren in beiden Fallen von einem
euklidischen Raum sprechen.

Formal sind Vektorraume mit Skalarprodukt und normierte Raume
bei uns 7-Tupel, da Vektorrdume 6-Tupel sind [—6.1.1]. So wie wir
in einer abelschen Gruppe die Addition fast immer mit + notieren
[—2.1.2(d)], schreiben wir das Skalarprodukt in einem VR mit
Skalarprodukt fast immer mit (.,.) und die Norm in einem
normierten VR fast immer mit ||.||.



Lemma
Seien V ein VR mit Skalarprodukt und v,w € V. Dann

(v+w,v+w) = (v,v) +2Re((v,w)) + (w,w).

Beweis.

(v+w,v+w)={(v,v+w)+ (w,v+w) =

Vo V) (v, w) + (w, v) + (w, w) =

(v,v) + (v, w) + (v,w)* + (w,w) = (v, v) + 2Re((v, w)) + (w, w)
[—4.2.8] O
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Satz (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

Seien V ein VR mit Skalarprodukt und v,w € V. Dann gilt
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Satz
Sei V' ein VR mit Skalarprodukt. Dann ist

V=R, v |lv] == (v,v)

eine Norm auf V. Jeder VR mit Skalarprodukt ist also auf diese Weise
ein normierter Raum.

Beweis.

Es ist alles klar bis auf die Dreiecksungleichung: Fiir alle v, w € V gilt
Vw2 = (vwvtw)

v, )+ 2Re({v, w)) + (w, w)
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v, v) + 2| villw] + (w, w)
vl + [lwl)?.

(
(
(v, v) +2[{v, )| + (w, w)
(
(



Satz (Polarisationsformel)
Sei V' ein K-VR mit Skalarprodukt. Dann gilt fiir alle v,w € V:

4v,w) = |[v+wl|®—|v—w|?falls K =R und

v+ w|? = v —w|?=2|v+iw|?+2v—iw|? falll K = C
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Beweis.
Es gilt (v+w,v+w)—(v—w,v—w)=2((v,w)+ (w,v)) fiir alle
v,w € V. Im Fall K =R, folgt hieraus schon die Behauptung.
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Beweis.

Es gilt (v+w,v+w)—(v—w,v—w)=2((v,w)+ (w,v)) fiir alle
v,w € V. Im Fall K =R, folgt hieraus schon die Behauptung. Im Fall
K = C folgt hieraus —2((v + iw, v 4+ 1w) — (v — iw, v — ww)) =
—21({v,2w) + (iw, v)) = 2({v, w) — (w, v)) fiir alle v,w € V und
man braucht dies nur zur obigen Gleichung addieren. O



Definition und Proposition
Seien V ein R-VR mit Skalarprodukt und v, w € V' \ {0}. Dann
existiert eine eindeutig bestimmte Zahl & € R mit 0 < a < 7 und

{v, w)

cosq = .
IvIlfwl]

Diese Zahl nennt man den Winkel £(v, w) zwischen v und w.



Definition und Proposition

Seien V ein R-VR mit Skalarprodukt und v, w € V' \ {0}. Dann
existiert eine eindeutig bestimmte Zahl & € R mit 0 < a < 7 und

{v, w)
v Ilwll

cosa =

Diese Zahl nennt man den Winkel £(v, w) zwischen v und w.

Beweis.
Aus der Analysis weill man, dass [0, 7] — [—1,1], o+ cos(«) bijektiv
ist. Aus der Injektivitat dieser Funktion folgt die Eindeutigkeit von «.
Aus der Surjektivitat folgt die Existenz von «, denn nach
Cauchy-Schwarz gilt
(v, w)
~ lvHiwl

<1.



Bemerkung

(a) Die durch das Standardskalarprodukt auf dem R? induzierte Norm
R2 — R, (3)+~ Va2 + b2 gibt gerade die anschauliche Linge
eines Vektors im R? wieder, wie man leicht sieht, indem man in
folgender Zeichnung den Flacheninhalt des groRen Quadrats auf
zwei verschiedene Weisen berechnet:

a b

2_ 2 b
(a+b)>=c"+4%

a®+ b2 =c?




Bemerkung

(b) Unsere Definition von Winkeln stimmt {iberein mit dem
anschaulichen Winkelbegriff im R?.
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von unserer Definition nicht verandert.
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w # 0 in der oberen Halbebene R x R liegt (sonst drehe
geeignet).



Bemerkung

(b) Unsere Definition von Winkeln stimmt {iberein mit dem
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wieder anschaulich: Wegen (a) verdndert die Drehung R, (¢ € R)
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folgt, dass R, auch das Skalarprodukt und damit Winkel im Sinne
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den Fall zu betrachten, dass v auf der Halbachse R~ x {0} und
w # 0 in der oberen Halbebene R x R liegt (sonst drehe
geeignet). Weiter kann man ||v|| = ||w|| = 1 annehmen, also

v=(3)und w=(5:7) mit B €[0,7].



Bemerkung

(b) Unsere Definition von Winkeln stimmt {iberein mit dem
anschaulichen Winkelbegriff im R2. Wie in (a) argumentieren wir
wieder anschaulich: Wegen (a) verdndert die Drehung R, (¢ € R)
die Norm eines Vektors nicht, woraus mit der Polarisationsformel
folgt, dass R, auch das Skalarprodukt und damit Winkel im Sinne
von unserer Definition nicht verdndert. Es reicht also £(v, w) fiir
den Fall zu betrachten, dass v auf der Halbachse R~ x {0} und
w # 0 in der oberen Halbebene R x R liegt (sonst drehe

geeignet). Weiter kann man ||v|| = ||w|| = 1 annehmen, also
v=(})und w= (‘;?rfg) mit 5 € [0, 7]. Dann gilt fiir

a:=4(v,w), dass cosa = ((}), (‘;f’:g)) = cos 3.



Bemerkung

(b) Unsere Definition von Winkeln stimmt {iberein mit dem
anschaulichen Winkelbegriff im R2. Wie in (a) argumentieren wir
wieder anschaulich: Wegen (a) verdndert die Drehung R, (¢ € R)
die Norm eines Vektors nicht, woraus mit der Polarisationsformel
folgt, dass R, auch das Skalarprodukt und damit Winkel im Sinne
von unserer Definition nicht verdndert. Es reicht also £(v, w) fiir
den Fall zu betrachten, dass v auf der Halbachse R~ x {0} und
w # 0 in der oberen Halbebene R x R liegt (sonst drehe

geeignet). Weiter kann man ||v|| = ||w|| = 1 annehmen, also
v=(})und w= (Z‘I’rf‘g) mit 8 € [0, x]. Dann gilt fiir
a:=4(v,w), dass cosa = ((}), (‘;f’:g)) = cos 3. Also gilt a = 3,

das heiBt « ist der anschauliche Winkel zwischen v und w.



Bemerkung

(c) Die durch das Standardskalarprodukt auf dem R3 induzierte Norm
R3 5 R, <§) — Va2 + b? + c2 gibt gerade die anschauliche
Linge eines Vektors im R? wieder,



Bemerkung

(c) Die durch das Standardskalarprodukt auf dem R3 induzierte Norm
R3 5 R, <§) — Va2 + b2 + c2 gibt gerade die anschauliche
Linge eines Vektors im R? wieder, denn nach Pythagoras aus Teil
(a) ist die Lange von (§> gleich v/a2 + b2 und wieder nach

Pythagoras ist die Lange von (g) daher
\/(\/32 + b%)?2 + ¢? = Va? + b? + ¢? (male ein Bild!).




Bemerkung

(d) Durch Drehung im R3 sieht man nun wie in (b), dass auch im R3
der von uns eingefiihrte Winkelbegriff mit dem tblichen
iibereinstimmt.



Bemerkung

) Sind a1,...,an, b1,...,bp € R, so gilt im C"

a + Zb]_

an+7/b

=\/(a1 — 1b1)(ay + 1b1) + - - + (an —

[¢]

wbn)(an + 1by)



