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x=1-x=s mx +t[Ok : M]x,

Em@’K eM

weshalb der kanonische Homomorphismus M/mM — Ok /mOk

surjektiv ist. Wegen M/mM M Gitter n — #O0k/mOk ist dieser
auch injektiv und wir haben eine kanonische Isomorphie

I\/I/mM = ﬁ’K/mﬁK.
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(c) Wir spezialisieren das unter (a) und (b) Gesagte auf Primideale.
Sei p € Mg, . Dann gibt es genau ein p € P mit pNZ = (p).

Insbesondere p& C p und man kann p sehen als p zusammen mit
dem Bild von p unter O — Ok /pOk.

Ein Primideal # (0) des Zahlrings O ist also gegeben durch eine
Primzahl p und ein Primideal des endlichen Ringes 0k /pCi,
dessen additive Gruppe in natiirlicher Weise ein F,-Vektorraum mit
Basis 1, ..., X, ist.

Insbesondere ist #(Ox /p) € {p,p>,...,p"}.

Ist M ein multiplikatives Gitter in K mit p{ [0k : M]
so gilt kanonisch M/pM = O /pOi.
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(d) Nach dem Satz vom primitiven Element gibt es a € K mit
K = Q(a). Wegen K = (Z\ {0})"10x kann man leicht a € 0k
wahlen. Dann ist Z[a] ein multiplikatives Gitter in K.

Setze f :=irrg(a) € Q[X]. Dann f € Z[X]. Da f normiert ist, gilt
fQ[X] NZ[X] = fZ[X] (benutze zum Beispiel das Lemma von
GauR). Daher kanonisch Z[X]/(f) < Q[X]/(f). Bezeichne

Z[X] — Fp[X], g — g den Homomorphismus mit m = m®)

(m € Z) und X = X. Dann liegt f im Kern des Epimorphismus
Fp[X] — Z[a]/pZ[a] mit X +— a.

Da f normiert ist, gilt deg? = deg f = n und daher
#(E[X1/() = p" A Sy (71a]/pZ]a]). Daher haben wir
Fo[X]/(f) - —> Z[a]/pZ[a]. Falls P1[Ok : Z[a]] , so haben wir

auch noch kanonlsch Z|al/pZla] = Ok /pOk und es ergibt sich
folgendes kommutative Diagramm:
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(d)
WO 2 K
.,
c//
ZIX)/(F) ——— Zla]
l p t [Oxi2la]
4

FXI/(7) ~= Z{a)p2la] > O1c/pOx
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(p) enthalten. Mit e; := ez(p;) und f; := fz(p;) fir i € {1,..., m} folgt
e, emf,....fm € N, pOx = p*---pr und Y7, ef; = n =
[K:Q] =degf =degf. Esgilt f; = [0k/(gi(a)Ok + pOk) : Fp] und
O /(g1(2)0x + pOK) = (Ox [p0x)/(&i(3)) = F,lX]/(5) als
Fp-Vektorraum. Somit f; = degg;.




Satz. Seien K = Q(a) ein Zahlkérper, a ganz iiber Z, p € P mit

P10k Z[al] | f :=irg(a) € Z[X], mEN, g1,...,8m € Z[X] und
ai,...,am € N mit

f=ga1

gyt in Fp[X],

wobei g1, ..., gn paarweise verschiedene normierte irreduzible
Polynome in Fp[X] seien. Dann ist p; := gi(a) Ok + pOi fiir jedes
i€{1,...,m} ein Primideal von O[X] mit Tragheitsindex

fz(p;) = deg g, p1,-..,Pm sind paarweise verschieden und es gilt

pOk =pi* - -porm.

Beweis. Mit e; := ez(p;) > 1und f; := fz(p;) = degg; firi € {1,...,n}
gilt pOx = pft---penund Y7, eifi =n:=[K: Q] = degf = degf.



Satz. Seien K = Q(a) ein Zahlkérper, a ganz iiber Z, p € P mit

P10k Z[al] | f :=irg(a) € Z[X], mEN, g1,...,8m € Z[X] und
ai,...,am € N mit

f=ga1

gyt in Fp[X],

wobei g1, ..., gn paarweise verschiedene normierte irreduzible
Polynome in Fp[X] seien. Dann ist p; := gi(a)0k + pOik fiir jedes
i€{1,...,m} ein Primideal von O[X] mit Tragheitsindex

fz(p;) = deg g, p1,-..,Pm sind paarweise verschieden und es gilt

pOk =pi* - -porm.

Beweis. Mit e; := ez(p;) > 1und f; := fz(p;) = degg; firi € {1,...,n}
gilt pOx = pft---penund Y7, eifi =n:=[K: Q] = degf = degf.
Wendet man ¢: F,[X]/(f) — Ok/pOk, X — a auf die Gleichung f =
Eal.. gmam an, so erhilt man gi(a) " ---gm(a)"" = 0 in Ox/pOk,
also pf -+ p3y C pOk,




Satz. Seien K = Q(a) ein Zahlkérper, a ganz iiber Z, p € P mit

P10k Z[al] | f :=irg(a) € Z[X], mEN, g1,...,8m € Z[X] und
ai,...,am € N mit

f=ga1

gyt in Fp[X],

wobei g1, ..., gn paarweise verschiedene normierte irreduzible
Polynome in Fp[X] seien. Dann ist p; := gi(a)0k + pOik fiir jedes
i€{1,...,m} ein Primideal von O[X] mit Tragheitsindex

fz(p;) = deg g, p1,-..,Pm sind paarweise verschieden und es gilt

pOk =pi* - -porm.

Beweis. Mit e; := ez(p;) > 1und f; := fz(p;) = degg; firi € {1,...,n}
gilt pOx = pft---penund Y7, eifi =n:=[K: Q] = degf = degf.
Wendet man ¢: F,[X]/(f) — Ok/pOk, X — a auf die Gleichung f =
g1 - gm®™ an, so erhilt man gi(a) - gm(a)" " = 0 in Ok /pOk,
also p{* -+ - p%m C pOk, das heift 1 < e; = v,,(pOk) < «; fiir alle i €

{1,...,m}.




Satz. Seien K = Q(a) ein Zahlkérper, a ganz iiber Z, p € P mit

P10k Z[al] | f :=irg(a) € Z[X], mEN, g1,...,8m € Z[X] und
ai,...,am € N mit

f=ga1

gyt in Fp[X],

wobei g1, ..., gn paarweise verschiedene normierte irreduzible
Polynome in Fp[X] seien. Dann ist p; := gi(a)0k + pOik fiir jedes
i€{1,...,m} ein Primideal von O[X] mit Tragheitsindex

fz(p;) = deg g, p1,-..,Pm sind paarweise verschieden und es gilt

pOk =pi* - -porm.

Beweis. Mit e; := ez(p;) > 1und f; := fz(p;) = degg; firi € {1,...,n}
gilt pOx = pft---penund Y7, eifi =n:=[K: Q] = degf = degf.
Wendet man ¢: F,[X]/(f) — Ok/pOk, X — a auf die Gleichung f =
g1 - gm®™ an, so erhilt man gi(a) - gm(a)" " = 0 in Ok /pOk,
also p{* -+ - p%m C pOk, das heift 1 < e; = v,,(pOk) < «; fiir alle i €
{1,....m}. Esfolgt n=3"" 1 ef; <> 7, aifi = >, ajdeg(gi) = n




Satz. Seien K = Q(a) ein Zahlkérper, a ganz iiber Z, p € P mit

P10k Z[al] | f :=irg(a) € Z[X], mEN, g1,...,8m € Z[X] und
ai,...,am € N mit

f=ga1

gyt in Fp[X],

wobei g1, ..., gn paarweise verschiedene normierte irreduzible
Polynome in Fp[X] seien. Dann ist p; := gi(a)0k + pOik fiir jedes
i€{1,...,m} ein Primideal von O[X] mit Tragheitsindex

fz(p;) = deg g, p1,-..,Pm sind paarweise verschieden und es gilt

pOk =pi* - -porm.

Beweis. Mit e; := ez(p;) > 1und f; := fz(p;) = degg; firi € {1,...,n}
gilt pOx = pft---penund Y7, eifi =n:=[K: Q] = degf = degf.
Wendet man ¢: F,[X]/(f) — Ok/pOk, X — a auf die Gleichung f =
g1 - gm®™ an, so erhilt man gi(a) - gm(a)" " = 0 in Ok /pOk,
also p{* -+ - p%m C pOk, das heift 1 < e; = v,,(pOk) < «; fiir alle i €
{1,....m}. Esfolgt n=3"" 1 ef; <> 7, aifi = >, ajdeg(gi) = n
und daher e; = a; fiir alle i € {1,..., m}.




Bemerkung. Sei K = Q(a) ein Zahlkdrper, a ganz iiber Z, f := irrg(a)
und p € P mit p? 1 NK|Q(f/(a)) . Dann P10k : Z[a]] , denn

[Nkio(f'(a))] = |d(Z[a])| = [0k : Z[a]l*|d(Ek)|-



Beispiel. Sei d €[], p € P und K := Q(v/d). Da K|Q eine
Galoiserweiterung vom Grad 2 ist, tritt genau einer der folgenden Fille
ein:



Beispiel. Sei d €[], p € P und K := Q(v/d). Da K|Q eine
Galoiserweiterung vom Grad 2 ist, tritt genau einer der folgenden Fille
ein:

> pOx = q> mit q € Mg, (,p verzweigt in K“) und O /q = F,



Beispiel. Sei d €[], p € P und K := Q(v/d). Da K|Q eine
Galoiserweiterung vom Grad 2 ist, tritt genau einer der folgenden Fille
ein:

> pOx = q> mit q € Mg, (,p verzweigt in K“) und O /q = F,

> pOk € Mg, (,p trage in K) und Ok /pOx =T 2



Beispiel. Sei d €[], p € P und K := Q(v/d). Da K|Q eine
Galoiserweiterung vom Grad 2 ist, tritt genau einer der folgenden Fille
ein:

> pOx = q> mit q € Mg, (,p verzweigt in K“) und O /q = F,

> pOk € Mg, (,p trage in K) und Ok /pOx =T 2

> pOk = qid2 mit q1,q2 € Mg, und q1 # g2 (,p zerlegt in K) und

Ok/a1 = Ok /a2 = Fp.



Beispiel. Sei d €[], p € P und K := Q(v/d). Da K|Q eine
Galoiserweiterung vom Grad 2 ist, tritt genau einer der folgenden Fille

ein:
> pOx = q> mit q € Mg, (,p verzweigt in K“) und O /q = F,
> pOk € Mg, (,p trage in K) und Ok /pOx =T 2
> pOx = qiq2 mit q1,q2 € Mg, und q1 # q2 (,p zerlegt in K*) und

Ok/0 = Ok/a2 = Fp.
Setze f := irrg(v/d). Es gilt

Nijo(f'(Vd)) = (Vd = (=Vd))((-Vd) — Vd) = —4d,



Beispiel. Sei d €[], p € P und K := Q(v/d). Da K|Q eine
Galoiserweiterung vom Grad 2 ist, tritt genau einer der folgenden Fille
ein:
> pOx = q> mit q € Mg, (,p verzweigt in K“) und O /q = F,
> pOk € Mg, (,p trage in K) und Ok /pOx =T 2
> pOx = qiq2 mit q1,q2 € Mg, und q1 # q2 (,p zerlegt in K*) und
Ok/1 = Ok/q2 = Fp.

Setze f := irrg(v/d). Es gilt

Nijo(f'(Vd)) = (Vd = (=Vd))((-Vd) — Vd) = —4d,

also P2 1 Nkjo(f'(Vd)) fiir alle p € P\ {2}.



Beispiel. Sei d €[], p € P und K := Q(v/d). Da K|Q eine
Galoiserweiterung vom Grad 2 ist, tritt genau einer der folgenden Fille
ein:
> pOx = q> mit q € Mg, (,p verzweigt in K“) und O /q = F,
> pOk € Mg, (,p trage in K) und Ok /pOx =T 2
> pOx = qiq2 mit q1,q2 € Mg, und q1 # q2 (,p zerlegt in K*) und
Ok/1 = Ok/q2 = Fp.

Setze f := irrg(v/d). Es gilt

Nijo(f'(Vd)) = (Vd = (=Vd))((-Vd) — Vd) = —4d,

also PZJ(NK|Q(f'(\/a)) fir alle p € P\ {2}. Wegen der vorherigen
Bemerkung kénnen wir fiir p € P\ {2} den Satz mit a := v/d anwenden.



Beispiel. Sei d €[], p € P und K := Q(v/d). Da K|Q eine
Galoiserweiterung vom Grad 2 ist, tritt genau einer der folgenden Fille
ein:

> pOx = q> mit q € Mg, (,p verzweigt in K“) und O /q = F,

> pOk € Mg, (,p trage in K) und Ok /pOx =T 2

> pOk = qi1q92 mit q1,q2 € Mg, und q1 # q2 (,,p zerlegt in K*) und

Ok/1 = Ok/q2 = Fp.

Setze f := irrg(v/d). Es gilt

Nijo(f'(Vd)) = (Vd = (=Vd))((-Vd) — Vd) = —4d,

also PZJ(NK|Q(f'(\/a)) fir alle p € P\ {2}. Wegen der vorherigen
Bemerkung kénnen wir fiir p € P\ {2} den Satz mit a := v/d anwenden.
Fiir p = 2 kdnnen wir im Fall d € [/} 3 wegen O = Z[v/d] immer noch
a := V/d setzen,



Beispiel. Sei d €[], p € P und K := Q(v/d). Da K|Q eine
Galoiserweiterung vom Grad 2 ist, tritt genau einer der folgenden Fille
ein:

> pOx = q> mit q € Mg, (,p verzweigt in K“) und O /q = F,

> pOk € Mg, (,p trage in K) und Ok /pOx =T 2

> pOk = qi1q92 mit q1,q2 € Mg, und q1 # q2 (,,p zerlegt in K*) und

Ok/1 = Ok/q2 = Fp.

Setze f := irrg(v/d). Es gilt

Nijo(f'(Vd)) = (Vd = (=Vd))((-Vd) — Vd) = —4d,

also P2J(NK|Q(f'(\/a)) fir alle p € P\ {2}. Wegen der vorherigen
Bemerkung kénnen wir fiir p € P\ {2} den Satz mit a := v/d anwenden.
Fiir p = 2 kdnnen wir im Fall d € [/} 3 wegen O = Z[v/d] immer noch
a := \/d setzen, wihrend wir im Fall d € ml die kompliziertere Wahl
a:= % treffen miissen (beachte Q(v/d) = Q(%))



Beispiel. Sei d €[], p € P und K := Q(v/d). Da K|Q eine
Galoiserweiterung vom Grad 2 ist, tritt genau einer der folgenden Fille
ein:

> pOx = q> mit q € Mg, (,p verzweigt in K“) und O /q = F,
> pOk € Mg, (,p trage in K) und Ok /pOx =T 2
> pOx = qiq2 mit q1,92 € Mg, und q1 # q2 (,p zerlegt in K*) und

Ok/a1 = Ok /a2 = Fp.
Fall 1 pe P\ {2}
Setze a:=+/d, f :=irrg(a) = X2 — d.
Fall 1.1 d ist ein Quadrat in Fp.
Wihle ¢ € Z mit d=72%in Fp.
Dann f = (X —¢€)(X + 7€) in F,[X].
Fall 1.1.1 p| d
€=d=0und f = X?in F,[X]
pOx = (\/E, p)2 ~ verzweigt



Beispiel. Sei d €[], p € P und K := Q(v/d). Da K|Q eine
Galoiserweiterung vom Grad 2 ist, tritt genau einer der folgenden Fille
ein:

> pOx = q> mit q € Mg, (,p verzweigt in K“) und O /q = F,
> pOk € Mg, (,p trage in K) und Ok /pOx =T 2
> pOx = qiq2 mit q1,q2 € Mg, und q1 # q2 (,p zerlegt in K*) und

Ok/a1 = Ok /a2 = Fp.
Fall 1 pe P\ {2}
Setze a:=+/d, f :=irrg(a) = X2 — d.
Fall 1.1 d ist ein Quadrat in Fp.
Wé'hleic €Z mitd==2¢%in Fp.
Dann f = (X —¢€)(X + 7€) in F,[X].
Fall 1.1.2 ptd
€£0,dad#0inF,
c# —cinFp,, da2eF) (beachte p # 2)
POk = (Vd = c,p) (Vd + c, p) ~ zerlegt

EM(jK EMﬁK




Beispiel. Sei d €[], p € P und K := Q(v/d). Da K|Q eine
Galoiserweiterung vom Grad 2 ist, tritt genau einer der folgenden Fille

emn:

> pOx = q> mit q € Mg, (,p verzweigt in K“) und O /q = F,
> pOk € Mg, (,p trage in K) und Ok /pOx =T 2
> pOx = qiq2 mit q1,92 € Mg, und q1 # q2 (,p zerlegt in K*) und

Ok/a1 = Ok /a2 = Fp.

Fall1 pe P\ {2}
Setze a:=+/d, f :=irrg(a) = X2 — d.

Fall 1.2 d ist kfin Quadrat in [Fp.
Dann f irreduzibel in F,[X], also pOx € Mg, . ~ trige



Beispiel. Sei d €[], p € P und K := Q(v/d). Da K|Q eine
Galoiserweiterung vom Grad 2 ist, tritt genau einer der folgenden Fille
ein:
> pOk
> pOk
> pOk

9% mit ¢ € Mg, (,p verzweigt in K) und Ok /q =T,
Mg, (.p trage in K) und Ok /pOk =T
q192 mit q1,92 € Mg, und q1 # q2 (,,p zerlegt in K*) und

Ok/q = Ok /q2 = Fp.

[m

Fall2 p=2
Fall 2.1 d €3
Setze a:=/d, f :==irrg(a) = X? — d.
F=X?-d=X2-d =(X-d)(X+d)=(X—d)?in
F,[X], also 26k = (Vd — d,2)° ~ verzweigt
- 2

Fall 2.2 d €/, EMo,
Setze a := 1+T\/H, f .= ier(a) — X2 _ X — d=1

Fall 2.2.1 d =(8) 1
f=X?-X=X(X-1)inF[X], also
20k = (Vd,2) (Vd — 1,2) ~ zerlegt

N’

——
EMg, EMg,



Beispiel. Sei d €[], p € P und K := Q(v/d). Da K|Q eine
Galoiserweiterung vom Grad 2 ist, tritt genau einer der folgenden Fille
ein:
> pOk
> pOk
> pOk

9% mit ¢ € Mg, (,p verzweigt in K) und Ok /q =T,
Mg, (.p trage in K) und Ok /pOk =T
q192 mit q1,92 € Mg, und q1 # q2 (,,p zerlegt in K*) und

Ok/q = Ok /q2 = Fp.

[m

Fall2 p=2
Fall 2.1 d €3
Setze a:=+/d, f :=irrg(a) = X?> —d.
F=X?-d=X2-d =(X-d)(X+d)=(X—d)?in
F,[X], also 26k = (Vd — d,2)° ~ verzweigt
- 2

Fall 2.2 d €/, EMg,
Setze a := 1+T\/H, f .= ier(a) — X2 _ X — d=1
Fall 22.2 d =4 5

f = X? - X — 1irreduzibel in F2[X],
also 20k € Mg, ~ tréage



