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Losungsblatt 9 zur Zahlentheorie

Aufgabe 1.
Sei [K : Q] = n. Dann ist R 22 Z™ als abelsche Gruppe. Sei
w: R— R,
a— zo.

Offenbar ist dann R/(x) = R/(im(u)). Ist M eine Darstellungsmatrix der Abbildung u beziiglich
einer gewdhlten Z-Basis von R, so ist R/(z) = Z™/im(M) als abelsche Gruppe. Wegen 0 # x ist
0 # Nkg(x) = det(M). Daher ist die Smithsche Normalform der Matrix M eine Diagonalmatrix
mit von null verschiedenen Eintréigen ¢y, .. .,q, und es gilt det(M) = q1 - - - ¢, Wir haben daher

R/(z) = Z"/(im M) = Z/(q1) X -+ X Z/(qn)
als abelsche Gruppe. Insbesondere gilt daher

|R/(7)] = q1...q, = det(M) = Ngg(z).

Aufgabe 2.

(a) Die Ideale von R/p™ stehen in (inklusionserhaltender) Bijektion zu den Idealen von R, die p"
enthalten. Sei p”™ C I C R solch ein Ideal. Wir schreiben I = p{'...p¢r fiir die Primideal-
zerlegung von I. Dabei seien p; C R fiir ¢« = 1,...,r paarweise verschiedene Primideale und
e1,....er € Ng. Fiir alle 1 < ¢ < r gilt nach Voraussetzung

prCpt e C i

Da p prim und maximal ist gilt daher p = p;. Also hat I die Form p* fiir ein k € Ny. Wegen
p” C I = p* und der Eindeutigkeit der Primidealzerlegung ist k < n. Daher ist

{p¥/p" |0<k<n}

genau die Menge der Ideale von R/p™. Insbesondere hat R/p™ nur endlich viele Ideale. Bleibt
noch zu zeigen, dass ein jedes solche ein Hauptideal ist. Sei dazu k € {0,...,n} fixiert und
x € p* \ pF+1. Dann ist (x)/p" ein Ideal von R/p"™ und daher von der Form p!/p™ fiir ein n.
Wegen = € p¥ ist | > k. Wegen x ¢ pF*+1 ist [ < k und daher ist (z)/p" = p*.

(b) Seinun 0 # I C R ein beliebiges Ideal und I = p* - - - p¢ die Primidealzerlegung mit paarweise
verschiedenen Primidealen pq,...,p,. Dann gilt nach chinesischem Restsatz

R/I = R/p}" x - x R/p]r.

Die Behauptung folgt aus Teilaufgabe (a), wenn man zeigt, dass die Ideale eines direkten
Produkts von Ringen A := R; X ... R, mit Ringen R; genau die I; X --- X I,. sind, wobei die
I; jeweils Ideale von R; sind. Offensichtlich ist I; x --- x I,. ein Ideal von A, es ist daher nur



noch zu zeigen, dass jedes Ideal von A von dieser Form ist. Sei I C A ein Ideal und sei s; € A
mit
S; = (57;1, e ,5@«),
also das Element aus A, das an der i—ten Position den Eintrag 1 und an den {ibrigen Positionen
den Eintrag Null hat. Dann ist
I=1-I=(s1+ - +s) =11+ -+sI=Ix---x1I

wobei I; := s;I ein Ideal in R; ist.

Sei 0 # a € I. Dann ist nach Teilaufgabe (b) das Ideal I/(a) von R/(a) ein Hauptideal, etwa
erzeugt von b. Somit ist I = (a,b).

Aufgabe 3.

(a)

Sei p € N eine Primzahl. Angenommen es gibt 2,y € Z mit 2% +5y* = p. Dann ist (z+7y)(z —
7y) = 22 + 5y? = p. Weiter ist N(z + my) = 2% + 5y = N(z — 7y) = p ¢ Z*, was zeigt, dass
weder (z+7y) noch (z —my) eine Einheit ist. Daher ist p reduzibel. Sei umgekehrt p reduzibel.
Dann gibt es «,8 € R mit Norm verschieden von +1, so dass a8 = p. Dann muss N(«) = £p
sein. Da die Norm in K stets nichtnegativ ist muss sogar N(«) = p sein. Ist &« =  + 7y mit
r,y € Z, so ist N(a) = 2% + 5y = p.

Zunichst hat weder 22 + 532 = 3 noch 22 + 5y% = 7 eine Losung in Z. Daher sind sowohl 3
als auch 7 irreduzibel in R. Weiter ist

21 =3.7=(4+7)4— 7).

Allerdings ist teilt weder 3 noch 7 einen der beiden Faktoren auf der rechten Seite. Also ist
weder 3 noch 7 prim.

Als abelsche Gruppe ist R = Z @ Zn. Also ist
R/(3)=(Z®Znr)/(3Z ® 3Zn) =7/(3) ®Z/(3)7
als abelsche Gruppe.
Wir betrachten zunichst die 3. Wir schreiben py := (3,1 4+ 27), p2 := (3,1 — 27). Es ist

pip2 = (9,3 — 67,3+ 67, — 9) C (3).
Anderseits ist 9 — ((3 — 67) + (34 67)) = 3, woraus die Idealgleichung

pip2 = (3)

folgt. Bleibt noch zu zeigen, dass p; und p, Primideale sind. Wir zeigen, dass sie maximal
sind. Es ist offenbar (3) C pi,p2 aber (3) # py,p2. Daher ist R/p; ein Quotient von R/(3)
nach einem echten Ideal. Es ist |[R/(3)| = 9. Daher muss |R/p;| = 3 sein. Dann muss aber
R/p; =2 7/(3) ein Kérper sein, woraus folgt, dass p;,p2 maximale Ideale sind.

Nun finden wir eine Primidealzerlegung von (7). Nach Aufgabe 1 ist |R/(7)| = Ngo(7) = 49.
Ist T # R ein echtes Oberideal von 7, so muss daher |R/I| = 7 sein, was sofort zeigt, dass I ma-
ximal ist (denn R/T = Z/(7) ist ein Korper). Weiter erkennt man aus dem Klassifikationssatz
fiir abelsche Gruppen, dass als abelsche Gruppe R/(7) = Z/(49) oder R/(7) = Z/(7) ® Z/(7)



ist. Es gibt daher hochstens zwei Untergruppen mit Index 7, daher kann es héchstens zwei Pri-
moberideale von (7) geben. Weiter lassen sich beide Ideale mit 7 und einem weiteren Element
erzeugen (Aufgabe 2.(c)). Wir machen daher den Ansatz

(7) = (1,0)(7,5)

fiir geeignete a,0 € R. In Analogie zu oben raten wir & = 2 4+ 37 und § = 2 — 3w. Wegen
aff = 49 ist obiges Produkt in (7) enthalten. Analog zu oben rechnet man nach, dass 49 und
28 im Produkt dieser Ideale liegen und somit auch 7 = 2 - 28 — 49. Damit haben wir eine
Zerlegung von (7) in Primideale gefunden.



