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Kapitel 5

Lineare Algebra

5.1 Vektoren und Matrizen

5.1.1 Beispiel Erdbebenhilfe:

Nach einem Beben in Zentralamerika soll ein Flugzeug mit Hilfsmitteln entsandt werden, wobei die Ka-
pazititen in Bezug auf den Laderaum, das Abfluggewicht und die zur Verfiigung stehenden Geldmittel
voll ausgeschopft werden sollen.

Volumen (1) Gewicht (kg) Kosten (€)
Blutkonserven 200 150 1000
Medikamente 300 100 300
Nahrungsmittel 80 60 400
Frischwasser 60 70 400
Kapazitéten 60000 40000 150000

Frage: Wieviele Container jeder Sorte sind zu verschicken, wenn {iber dies Frischwasser am dringendsten
benétigt wird und deshalb doppelt so viele Wasserbehélter wie Container mit Blut und Medikamenten
verschickt werden sollen?

Losungsweg:
r1 = Anzahl Behélter Blutkonserven
zo = Anzahl Behilter Medikamente
x3 = Anzahl Beh#lter Nahrungsmittel
x4 = Anzahl Behilter Frischwasser
Nun gilt:
Restriktion Volumen: 200z 4+ 30022 + 80x3 4+ 60x4 = 60000
Restriktion Gewicht: 15021 + 100z5 + 60x3 + 7024 = 40000
Nebenbedingung (Restriktion Wasser): 201 + 229 —x4 = 0
Restriktion Kosten: 1000x1 + 300x9 + 400x3 4+ 400x4 = 150000

”lineares Gleichungssystem von 4 Gleichungen in 4 Variablen”
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5.1.2 Matrixdarstellung linearer Gleichungssysteme

Seien a;;, b;, i =1,...,M, j=1,...,N gegeben. Dann heifit

a1 -r1+ae2 -T2+ ...+aiN TN by
a1 -T1+ a2 -T2+ ...+ a2N TN = by

(%)
;lMl ‘x1tapme e+ ... +aun T = by
”lineares Gleichungssystem mit M-Gleichungen in N Unbekannten x1, 2, ..., TN
Gesucht sind Zahlen x1, za, ...,y derart, dass () erfiillt ist.

Fragestellungen zu (x):

e Existenz von Losungen
e Eindeutigkeit von Losungen

e Verfahren zur Bestimmung von Lésungen

Kompakte Schreibweise von (x):

aiq ai12 . a1 N bl I
a1 a2 . AN bg T2

A= | , . e RM:A b=| . | erRM, x e RV

apr1 apr2 oo QMmN bM N

7 A ist eine Matrix mit M Zeilen und N Spalten und Eintréigen aus R”
Das Problem (x) ist gegeben durch A € RN und b € RM

Ty

€2
Gesucht ist z = | . [ € RY mit ().

IN
Eine Matrix mit einer Zeile / Spalte nennt man auch einen Zeilen- / Spaltenvektor.

Bezeichnungen: RM:N Menge aller Matrizen mit M Zeilen und N Spalten
RM Menge aller Spaltenvektoren im R | offenbar gilt: RM = RM>!
Elementare Rechenoperation fiir Matrizen:

Matrizen gleicher Grofle konnen addiert und subtrahiert werden.
Seien A = (aij), B = (b”) c RM’N = A + B = (aij + b”) c RM’N

Multiplikation mit Skalar A € R:  AA = (\a;;) € RM:N

Beispiel:
(1 2 3 23 0 -1 1 2 (11 4 23
A_(4 5 G)ER , B (2 1 _1>6R , A+B= 6 6 5 eR
3 6 9
A=3, 3'A_<12 15 18)

Fiir die Matrizenaddition und die Multiplikation von Matrizen mit Skalaren gelten komponentenweise die
Rechenregeln der reellen Zahlen.
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Rechenregeln fiir Matrizen: Seien A, B,C € RN X e R

MA+B)= MA+)B (Distributivgesetz)
A+B= B+ A (Kommutativgesetz)
A+ (B+C)= (A+B)+C (Assoziativgesetz)

Diese Regeln folgen unmittelbar aus den entsprechenden Regeln fiir reelle Zahlen.

Fiir RM1 = RM erhalten wir die Addition und Multiplikation mit Skalaren von Vektoren.
Man kann zueinander passende Matrizen auch multiplizieren.

Definition (Matrizenmultiplikation):

Seien A4 = (a;;) € RMN und B = (b;;) € RMP, d.h. die Spaltenzahl von A stimmt mit der
Zeilenzahl von B iiberein. Dann ist das Produkt von A und B die Matrix

N
C=AB= (Cij) S RM’P mit Cij = ail-b1j+ai2-b2j+ai3-b3j+. . .—l—aiN-ij = Zail~blj7 i=1,...,.M, j=1,...
=1

Bemerkung:
i) A - B ist nur definiert, falls die Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl von B iibereinstimmt!

ii) Ist A- B definiert, so erhélt man (A - B);; als Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der j-ten Spalte
von B.

1 2
Beispie: A= | 0 1] €R32, B = < 0 12 _11> € R%4
0

Es gilt

-2 3 2 -1
A-Be R, A-B=|-1 1 0 —-1|eRr3? ”Skalarprodukt Zeile mal Spalte”
0o -1 -2 -1

Satz:

a) Das Matrizenprodukt ist assoziativ und distributiv, d.h. A(B-C) = (A4-B)-C,
A(B+4+C)=A-B+ A-C, falls die Multiplikation moglich ist.

b) Das Matrizenprodukt ist im allgemeinen nicht kommutativ, d.h. AB # BA

Beispiel zu b):

_ 0 1 2,2 _ 0 0 2,2 14 _ 0 1 _ 0 0 2,2 » D)
A= <0 O) eR**, B= (0 1) eR dann gilt: AB = (() 0) , BA= (O 0) cR Nullmatrix

Bemerkung;:

O =
—_ O
<
o O

Iy =1: e RM:M ”Einheitsmatrix”

o O

o
O =
— O

Es gilt In; - A= A - Ip; = A fiir jede Matrix A € RMM,
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Gleichungssystem: A = (a;;) € RN 2 e RV, be RM

a1 -1+ a2+ ...tay-rny = b
a1 - T1+ G2 - Ta+...+an TN = bo
ayi-T1+ay2 Te+...+aynv-Tn = by
aiy a2 ... GIN z1 by
asy ao2 e as N xTo b2 . . .
A= . . ) , z=| .1, b= . = (%) ist dquivalent zu Az = b
ayi1 am2 ... QMN TN bar

Problem: Gegeben: A € RM:N ¢ RM
Gesucht ist ein € RY so, dass A-2=b

5.1.3 Lineare Unabhingigkeit von Vektoren

1 0 1
Beispiel: u= (2], z2=(1] w=1{3], w2z weR?
0 2 2
1 0 1
ut+z=[2]+|(1]=1[3] =w & u+z—w=0
0 2 2

Man sagt: u, z, w sind linear abhéngig, da sich w als Linearkombination von u und z darstellen l&sst.

Definition (linear unabhéingig):

Seien v',v?,...,v™ € RY. Dann heifien v!,v2,...,v™ linear unabhingig, falls gilt:
Mol + X002+ A0™ =0, A, Am€R =AM =X=...=\, =0
Linearkombination von v, ..., v™

Dies heift, dass der Vektor 0 € RY aus den Vektoren v',v2,...,v™ nur durch

0-v'+0-v24...40-0™ = 0 erzeugt werden kann.

Beachte: u, z, w sind nicht linear unabhéngig, d.h. linear abhéingig, denn 1-u+1-2—1-w =20

Satz:

Vektoren v!,v?,... v™ € RN sind genau dann linear abhingig, falls es ein iy € {1,...,m}

und reelle Zahlen A1,..., Aij—1, Nig+1, - - -, Ay, gibt mit
v = Aol 4 Ny 10T N v L A ™

d.h. v% ldsst sich als Linearkombination der anderen Vektoren darstellen.
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0
0
Beispiel: Vektor e? = | 1 | « i-te Komponente
0
0
heifit i-ter Einheitsvektor bzw. i-ter kanonischer (normaler) Basisvektor.
Es gilt: Die Vektoren e!,e?,...,e" € RY sind linear unabhiingig.
Setze an
1 0 0 M
0 ! Ao
0=Xer+he+. . Aave = x| +2 | O]+ Ao = . =X=0,i=1,...,N
0 0 1 An
~—— ~——
N Ty [
- A2 -
: _10 0
0 . AN
0
w1 N
Weiterhin gilt fiir jeden Vektor w = die Darstellung: w = wie! +wqe? + ... + wye = 3 wjej
wN =t
w1
= Jeder Vektor w = € RY kann eindeutig durch die e! mit Gewicht w;, i = 1,..., N linear
WN

kombiniert werden.

Ein Satz von N linear unabhiingigen Vektoren im R mit dieser Eigenschaft heit Basis.

el ..., e heiBt kanonische Basis von R¥.
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5.1.4 Rang einer Matrix

Sei A = (a;;) € RMN eine reelle Matrix mit M Zeilen und N Spalten: A =
ap --- QMmN

Dann kénnen wir die Zeilen (bzw. die Spalten) von A als Zeilenvektoren im RY (Spaltenvektoren im R)

auffassen.

Die Maximalzahl linear unabhiingiger Zeilen (Spalten) von A heifit Zeilenrang (Spaltenrang) von A.

Bemerkung: Es gilt: Zeilenrang = Spaltenrang fiir jede Matrix A und man spricht Rang von A und
schreibt: rg(A)

Beachte: rg(A) € 0<rg(A) <min(N, M)

=al

1 4
. 2 5 2
Beispiel: A = 3 6 € R rg(A) =?
it
,as
4

1

Berechne: 2! —a2=2(2] — = —1 =a®

)
6 0

w

d.h. a',a?, a® sind linear abhiingig = rg(A) <2
Rechne nach: a!,a? sind linear unabhiingic = rg(4) =2

= Wir brauchen systematische Vorgehensweisen. Es fehlt aber bisher noch ein systematisches Vorgehen
zur Bestimmung des Rangs von Matrizen.

Elementare Zeilenumformungen

Gegeben sei A € RM:N: Folgende Operationen an A heifien elementare Zeilenumformungen.

i) Vertauschen der Zeile i mit der Zeile j.

ii) Ersetzen der Zeile i durch Zeile i + X\ - Zeile j, A € R, d.h. zur Zeile i wird das A-fache der Zeile j
hinzuaddiert.

iii) Multiplizieren der Zeile i mit einer Zahl A € R, XA #0

Satz:

Elementare Zeilenumformungen verdndern den Rang einer Matrix nicht.

Mittels elementarer Zeilenumformungen kann man eine Matrix in eine neue Matrix mit besonders ”schéner”
Form, der sogenannten Zeilenstufenform iiberfiithren.

Einer solchen Matrix sieht man den Rang sofort an:

a1 a2 @13 a4

A= 0 0 as ax a11,a93,a34 7 0, A ist in Zeilenstufenform
0 0 0 a34
0 0 0 0

Dann gilt: Der Rang von A ist gleich der Anzahl der von Null verschiedenen Zeilenvektoren.

= rg(4)=3
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Berechnung der Zeilenstufenform mittels elementaren Zeilenumformungen

0 2 -1 6 —6 12
A=1[3 -4 5 ~ 3 -4 5 ~
6 —6 12/ vertausche die 1. und die 3. Zeile \0 2 —1/ x—_1/2 addiere A- 1. und 2. Zeile
6 —6 12 6 —6 12
0 -1 -1 ~ 0 -1 -1 ~ = rg(4)=3
0 2 -1 A=2, addiere A- 2. und 3. Zeile 0 0 =3/ Zeilenstufenform erreicht
Definition:

Eine quadratische Matrix A € RV heifit regulir, wenn rg(A)=N ist.
Es gibt dann die inverse Matrix A~! € RV:V,
Diese ist eindeutig charakterisiert durch: A- A=' = A=1. A = Iy

Satz: Sei A = (%11 12 € R?2,
az1 Q22
Ist D = ay1 - asg — agy - a12 # 0 so ist A regulér, d.h. invertierbar und es gilt:
A-l— 1 G2 —012
D\ —a a1

Beweis: Man rechne nach, dass A- A~ = I, gilt.
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5.2 Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

5.2.1 Erweiterte Koeflizientenmatrix

Vorgelegt sei

a1 +x1+ai2-xr2+...+aiN TN = bl
agl'x1+a22~x2—|—...+a2N-xN = bg

(%)
apmi1-T1+apy2 -T2+ ...+aun-xzn = by

” M Gleichungen in N Unbekannten”

Kompakte Schreibweise: A= (a;;) i=1,...,M j=1,...,N AeRMN
b=(b;) i=1,....M be RM
r=(z;) j=1,...,N reRN

Dann schreibt sich (¥) zu A-2 =10

Das Gleichungssystem Az = b heifit homogen, falls b = 0 (Nullvektor), sonst heifit es inhomogen.

Zu einem linearen Gleichungssystem Az = b heifit (A[b) € RMN+1

aiq a12 a1 N b1
a1 a2 AN bg
— M,N+1
(A]b) = : : : : eR
apr1 apr2 oo QMmN bM

die erweiterte Koeffizientenmatrix.

An der erweiterten Koeffizientenmatrix lisst sich das Losungsverhalten des Systems Az = b entscheiden.

Satz:

Vorgelegt sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit A € RN ¢ ¢ RN, p ¢ RM
a) Az = b besitzt genau dann eine Losung, wenn gilt: rg(A) = rg(A|b)

b) Die Losung, falls eine existiert, von Az = b ist genau dann eindeutig, wenn
rg(A) = N =Anzahl der Unbekannten.
(Im Fall M = N ist dies dquivalent zu A invertierbar)

Satz:

Elementare Zeilenumformungen an der erweiterten Koeffizientenmatrix (A|b) verdndern den
Losungsraum von Ax = b nicht.

Bemerkung: Elementare Zeilenumformungen an (A|b) &ndern die Losungsmenge eines linearen Gleichungs-
systems nicht.

10
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5.2.2 Das Verfahren von Gaufl

Ziel: Bringe zuerst die erweiterte Koeffizientenmatrix auf Zeilenstufenform und lese dann die Losung ab.

Addiere (im ersten Schritt) das A-fache der ersten Zeile zu der i-ten Zeile i = 2,3,..., M und bestimme
A so, dass Aaip + a1 = 0.

Verfahren in den néchsten Schritten analog.

Beispiel: Erdbebenhilfe

200 300 80 60 | 60000

150 100 60 70 | 40000 =3
2 2 0 -1 0 A= ——L

1000 300 400 200 | 150000 A=-5

(AJp) = (A ) =

(A®);; = 200 heiBt Pivot-Element im ersten Schritt

200 300 80 60 | 60000
0 —125 25 | 5000
0 -1 % &1 600 Ao L =ANpY)
0 —1200 0 —100 | 150000 ) A — —13

125

(AM)yy = —125 ist Pivot-Element im 2-ten Schritt.

200 300 80 60 60000

0 —-125 O 25 —5000 P
= (AP b)) = (A]b

0 0 _% _% —560 ( ‘ ) ( | )

0 0 0 —340 | —102000

" GauflVerfahren (Teil 1)” (A|b) hat Zeilenstufenform.

Nun gilt: rg(4) =rg(4) =4

rg(Alb) = rg(Alb) = 4

= rg(A) =rg(Alb) = das lineare Gleichungssystem ist losbar.

4 = Anzahl der Unbekannten =  Losung ist eindeutig.
@) ~
) lésst

Fiir ein allgemeines System Ax = b liefert das GauB - Verfahren eine Sequenz (A[b) = (A
(ADBD) ~ (ADPP)) ~ L~ (AM=D p(M=1)) — (A]b) und (A|b) hat Zeilenstufenform. An (A
sich die Losbarkeit von Az = b ablesen.

b
b
Im Falle der Losbarkeit ldsst sich die Losung von Az = b durch Riickwirtsauflosen Az = b berechnen.

Beispiel 1 (Erdbebenbhilfe):

—102000 _ 300

—340z,4 = —102000, = oz = 10X
—2w3 — fu4 = —2w3 — 2300 = —560 = 23=25
—125z5 + Ox3 + 2524 = —12525 + 25 - 300 = —5000 = @3 =100
20021 + 30022 + 80z3 + 6024 = 20021 + 300 - 100 + 80 - 25 + 60 - 300 = 60000 = 1 = 50

Losung : x = (z1, 22, x5, 24) = (50, 100, 25, 300)

11
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Beispiel 2: Sei A € R*®, b € R* wie folgt gegeben:

2 4 4 -2 0|6
8§ —4 4
4 5 2 1] 3 A=—
12 12 -6 4

e
o

(Alb) = (A(0)|b(0)) =
tausche 2. und 3. Zeile

(AD D) =

(A2 p2)) =

OO O N OO N ON

OO Ok OO O
SO Rk OO

\
N

N = i )
o

(;1“;) — (A®p®) =

OO O N
OO O
OO o
o
O~ O
|
(0]

= rg (fl) =rg(4) =3, rg (fl|l§) =rg(Alb) =3, da (5)4 =0

= Az = b ist 16sbar. Die Losung ist wegen rg(A|b) = 3 < 5 = Anzahl der Unbekannten nicht eindeutig!

Riickwirts auflosen: 4x5 = —8 = x5=-2
r3+4ry + x5 =23 +4x4 — 2= -3 = x3=-—-1—4xy4
21 + dxo + 4wy — 2wy = 2w1 +4wo +4(—1—4xy) =6 = 21 =5—2x9+ 914

Losungsgesamtheit: L = {z € R | 25 = —2, 23 = —1 —4ay4, 71 =5 — 2w9 + 924}, T2, 74 frei withlbar.

5.2.3 Matrixgleichung und Inversenberechnung

Das Gaufy’sche Verfahren lésst sich auch zur Losung einer Matrixgleichung verwenden.
AX =B, AcRMN X cRVK BeRMK

Stellt man die Matrizen in der Form X = (z!,2%,22,...,2%),2" € RY ite Spalte von X. B =
(b1, 02,...,b5), b* € RM i-te Spalte von B, i = 1,..., K dann ist die Losung von AX = B #quivalent zur
Losung von Az’ =b', i =1,..., K d.h. AX = B entspricht K-gewohnlichen linearen Gleichungssystemen
mit einer Matrix A und K-rechten Seiten ¥*, i =1,..., K

Bringe hier fiir die erweiterte Matrix (A|B) auf Zeilenstufenform.
Wichtiger Spezialfall: Sei M = N = K und sei A € RNV invertierbar. Dann ergibt sich die Inverse A~!
als Losung von A - X = Iy, d.h. ich wende den Gau$-Algorithmus auf (A|Iyx) an.

12
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5.2.4 Das Gauf3-Jordan Verfahren

Das Zielsystem des GauB-Jordan Verfahrens ist nicht eine Matrix A in Zeilenstufenform, sondern die
Identitédt. In jedem Eleminationsschritt werden nicht nur die Elemente unterhalb des Pivot-Elements
transformiert, sondern auch alle Elemente oberhalb. Ferner wird das Pivot-Element auf 1 transformiert.

Das GauB-Jordan Verfahren liefert fiir A € RVN, A invertierbar, eine Sequenz (A[b) = (A@[p(@) ~
(ADBO) ~ .~ (AN = (1]4-10)

316 1 00
Beispiel zur Inversenberechnung: A=(1 1 1], B=[|0 1 0
21 3 0 01

3 1 6/1 00 ) 31 61 00
(A9BO)y=(1 1 1{0 1 0| A=-3 ~ [0 2 -1|-1 1 0]~
2 1 3[0 01 =-2 02—1—201
1%2%100 A=-1 123%1—50 1 0 0f-2
0 3 —-1|-3 0 1) Ax=—3 00 —-i|-5 -1 1 00 1] 1
-2 -3 5
= X=A1'=(1 3 -3
1 1 -2

(ober- und unterhalb des Pivot-Elementes Nullen erzeugen und das Pivot-Element jedes mal normieren)

13
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Lineare Algebra 5.3. Determinanten 14

5.3 Determinanten

5.3.1 Motivation

: _ [T I 2
Seien = = <$2> TS <y2> eR sy

Gesucht: Flache bzw. Volumen des Parallelogramms

04
*y Yy

Sei V = V(x,y) das Volumen des Parallelogramms zu x und y. Man erhilt V(z,y) = x1y2 — y122.

Im allgemeinen hat das Volumen V folgende Eigenschaften:

e Vist linear in jeder Variablen, d.h. V(u + av,y) = V(u,y) + aV(v,y) (analog in der 2. Variablen)

e Sind x und y linear abhiingig, so ist V(z,y) =0

e Fiir die Einheitsvektoren e! = (é) , €2 = <(1)) gilt: V(el,e?) =1

Eine Funktion V' = V(z,y) mit diesen drei Eigenschaften heifit Determinante. Man schreibt dann
det(z,y) = 2192 — w291

Genauer beschreibt die Determinante das orientierte Volumen des von x und y aufgespannten Parallelo-
gramm. Das Volumen selbst ist dann durch den Betrag der Determinante gegeben.

. . a a Ca 4 a a
Fiir eine Matrix A = (' "'?) € R22 getze a’= die i-te Spalte von A, a* = ('), a2 = (712
as1 Q922 a1 a22

Setze det(A) = det(at, a?®) = (a')1(a?)2 — (a')2(a?); = ar1a92 — arzas;
Verallgemeinerung dieses Konzepts (allgemeines N):
Seien v!,v2,..., vV € RY

N

Die Determinante ist die Volumenfunktion des durch v!,v2,...,v" in RY aufgespannten ” N-dimensionalen

Parallelogramms”

Es gilt wieder:

o det(v',v?,...,v"N) ist linear in jeder Variablen
o det(v!,v?, ..., vN) =0, falls v',...,v" linear abhiingig

e det(el,...,eN) =1

Fiir eine Matrix A = (a',a?,...,a") € RV ¢'= i-te Spalte von A, i =1,..., N setzt man
det(A) = det(a,a?,...,a")

5.3.2 Eigenschaften von Determinanten

e Addiert man zu einer Zeile oder Spalte ein Vielfaches einer anderen Zeile / Spalte, so #ndert sich
der Wert der Determinante nicht.

e Vertauscht man zwei Zeilen oder Spalten, so multipliziert sich die Determinante mit —1.

e Multiplizieren einer Zeile / Spalte mit einem Faktor A # 0 liefert das A-fache der Determinante.

14
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e Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist das Produkt der Diagonalelemente.

* 0 ¥ ... %

* ... % 0 *

linke untere Dreiecksmatrix rechte obere Dreiecksmatrix

0o 2 -1
Beispie: A=[3 —4 5 (vgl. Bsp. Rang aus 5.1.4)
6 —6 12

Mit Hilfe elementarer Zeilenumformungen und einmaligem Vertauschen von zwei Zeilen haben wir A auf
Zeilenstufenform

. 6 —6 12
A=[0 -1 -1
0 0 -3
gebracht. Somit gilt
det(A) = —det(d)=  —1  (6-—1--3)=—18
et(A) et(A) ( )

Zeile getauscht

5.3.3 La Place Entwicklungen fiir Determinanten

Ansatz:
N=1sei AcRM, A= (ay) Setze: det(A) = a1y
N=2sei AcR?>? A= (all a12) Setze: det(A) = aj1a2e — as1ai2
a1 a2
ail N a1 N
N>3sei Ac RV A= € RV:N
an1 ... OGN N

Zu A € RV gei A¥ diejenige (N — 1) x (N — 1)-Matrix, welche aus A durch Streichen der i-ten Zeile
und j-ten Spalte hervorgeht.

2 4

4= 7 -1

o
= 1o &

1 cR33 = A23(2 4) € R??2
7 -1
Dann gilt fiir jedes i = 1,..., N durch ”Entwicklung nach Zeile i”:
N
det(A) = Z(—l)’ﬂaij det(AY)
j=1
und fiir jedes 7 =1,..., N durch ”Entwicklung nach Spalte j”:
N
det(A) = "(=1)"a;; det(A7)
i=1

Das Vorzeichen von (—1)*J lisst sich mit Hilfe des Schachbrettmusters bestimmen:

+ - + -
-+ - + ”Schachbrettmuster”
+ - + -
0 2 -1
Beispiel: A= (3 -4 5 Entwicklung nach Zeile 1 (wegen a;; = 0)
6 —6 12

15
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4 5 "
6 12’+(_1) 2

= —2(36 — 30) — (—18 +24) = —12— 6 = —18

3 5

—(_1)1+1 ..
det(A) = (1) 0 ‘ 6 12

e § g

6 —6

Das Volumen des von den Spalten der Matrix A aufgespannten Parallelogramms hat | det(A)| = 18 Ein-
heiten.

5.3.4 Spezielle Klassen von Matrizen
SeiAGRM’N, A= (aij), i:17...,M, j: 1,...,N

Dann ist die transponierte Matrix definiert durch: AT = (a;;) € RVM

1 3 5

1 2
femia]s A — 3,2 T _
Beispiel: A = g 461 eR>4 A = <2 i 6

) € R?3  ”Transponierte von A”

Jede Zeile wird zur Spalte / jede Spalte wird zur Zeile!

Rechenregeln fiir die Transposition:

nr
aA)T —aAT7a€]R

A+ B)T = AT + BT,

(A
(
(
(

A-B)T = BT . AT

s
I
w N =
SN

e Eine Matrix A € RY>V heifit symmetrisch, falls A = AT
e Eine Matrix A € RM" heiit idempotent, wenn A2=A4- A=A

e Eine regulire Matrix A € RV" heifit orthogonal, falls A= = AT

Bemerkung: Hesse-Matrizen an einer festen Stelle sind symmetrisch.

f:D—=R, DcCRN zweimal differenzierbar
Vf(z) € RN, x € D ”Gradient von f”
V2f(z) € RMY 2 € D "Hesse-Matrix von f”

An jeder Stelle z € D ist V2 f(x) symmetrisch!

Rechenregeln fiir Determinanten: Seien A, B € RNV

i) det(A- B) = det(A) - det(B)

ii) Ist A invertierbar, so gilt: 1 = det(Iy) = det(A - A™!) = det(A) - det(A™1), d.h det(A™!) =
1/ det(A).

iii) det(A) =0, falls rg(A) < N (d.h. A nicht invertierbar)
iv) det(A) = det(AT)

16
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v) Sei A € RVY orthogonal.
1 =det(Iy) = det(A- A~') = det(A) - det(A™!) = det(A) - det(AT) = det(A)?

T
=A =det(A)

= det(A) ==£1

5.3.5 Losen von linearen Gleichungssystemen mit Determinanten
Sei A = (a;;) € RV invertierbar und b = (b;) € RY. Betrachte Az = b

Fiir j =1,...,N sei 4;, € RNV diejenige Matrix, welche entsteht, wenn in A die j-te Spalte durch den

Z1
Vektor b ersetzt wird. Dann gilt fiir die eindeutige Losung x = = A~ 'b die Darstellung:
TN
det(A,
;= M’ j=1,...,N 7Cramer’sche Regel”

Beachte: det(A) # 0, da A invertierbar.

Bemerkung: Diese Methode wird z.B. angewandt, wenn man nur eine Komponente der Lésung berechnen,
und nicht die gesamte Losung ausrechnen méchte.

2 4 -1 15 x1
Beispiel: A=[1 -3 2 |, b=|-5], Gesucht:x =[x
5 1 28 T3
-3 2 1 2 1 -3
det(A) =2 ‘ 51 ’—4~‘ 6 1 ’—1-' 6 5 ‘—2(—3—10)—4(1—12)—1(5+18)——26+44—23——5
5 4 -1
det(Ayp) =det | —5 -3 2 15-‘_53 2‘4-‘;? f‘l‘gg _53‘
28 5 1

= 15(—3 — 10) — 4(—=5 —56) — (=25 + 84) = —195+244 =59 = =10 = a3 = =2 =2

5.3.6 Quadratische Formen

Sei A € RNV eine symmetrische Matrix, d.h. A = AT,
Eine Abbildung Q : RN — R, Q(z) = 27 - A - z heiBt quadratische Form in N Variablen.

€RN
—_———
€R
Definition:
N N
Eine quadratische Form Q(z) =27 - A-2 =Y 3 a;;x;z; bzw. die symmetrische Matrix heifit:
i=1j=1

i) positiv definit (negativ definit), wenn Q(z) =27 - A-x >0 (<0) fir alle x € RN, 2 £0
i) positiv semidefinit (negativ semidefinit), wenn Q(x) = 27 - A-2 >0 (< 0) fiir alle z € RY

Bemerkung: Q(x) heifit indefinit, falls A reguléir und Q(z) weder positiv noch negativ definit ist. Ist A

17
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nicht regulir, so heifft Q(z) entartet.

Beispiel: N =2, A= 4072 cge2 symmetrisch , z = [ !
—e -2 8 L2
T

Q(z) = 2T Ax = (21, 22) (_42 _82> : <x1> = (z1,22)7 - ( 4oy — 223 ) = dai — 2w 20 — 22132 + 873

xTo —2.’171 + 8.172

=227 4 (22% — dx19 + 223) + 623 = 227 + 2(x1 —22)2 + 623 >0 V€ R? (positiv semidefinit)

Sei Q(x1,72) =227 +2(x1 —22)? +622 =0 = 22=0, 21 —22=0, 17 =0

f.. RQ
Qx) = =0 T,lr v € RA{0} =  Q(x) positiv definit
0 firx=0

Visualisierung von Q fiir N =2 nahe z =0

(z,Q(x)) = (x1,22, Q(x1,22)) € R?

Q(z) positiv definit
(0,0) lokales Minimum von Q.

Q(z) negativ definit

(0,0) lokales Maximum von Q.

Q(z) indefinit

R
e

(0,0) ist weder lokales Minimum noch lokales
Maximum von Q

Genauer: (0,0) ist Sattelpunkt von Q.

18
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Kriterien fiir Definitheit von quadratischen Formen bzw. symmetrischen Matizen

Satz:

Eine quadratische Form Q(x) = 27 Ax, bzw. die symmetrische Matrix A ist positiv (negativ) definit
genau dann, wenn

det(Ax) >0, K=1,...,N ((-1)%det(Ax) >0, K=1,...,N)

ay
Dabei bezeichnet Ax = LN
ag
die Hauptabschnittsmatrix von A € RV:N
a1 alo ailp aiz2 ai3
Ay =(an), As= (a21 . azr ax ays|,..., An=A4A
az1 G32 033

. 4 -2
Beispiel: A = <_2 8>

= A =4, det(Al) =4, Ay :A7 det(Ag) =4-8—4>0
= A positiv definit

2 -1

Beispiel: A = . ) . € RV:N

Nach Aufgabe 5, Blatt 2 gilt: det(4;) =i¢+1, i=1,...,N

Nun gilt: det(4;) =i+ 1 >0, d.h. A ist positiv definit.

19
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5.3.7 Quadratische Formen auf Unterrdumen bzw. mit Nebenbedingungen

Oft sind in der Optimierung quadratische Formen mit Nebenbedingungen zu analysieren.

a b

Betrachte: Q(z) = 27 Az mit A = (b c) eR*? = Q(z)=az?} + 2bzi2a + a3

Angenommen die Variablen x1, s unterliegen der Nebenbedingung
B$ZP$1+Q$2:0, B:(paQ)
Lose die NB auf: x5 = %, q#0

Einsetzen liefert:

2
—pr —pr —px 2b cp? 1
Q<x1’ ];1>:a93%+2b»’51 P 1)+c< P 1) :axf—Tpr—F%x%:—Q(aq2—2pr+cp2)x%

q q q
>0 < Q>0

0 »p ¢
Deﬁniere:C(BOT i) p a b

qg b ¢
Nun gilt:

p b
q ¢

p a
q b

o

b ¢
= —p(pc — qb) + q(pb — aq) = —p*c + qbp + qbp — ag?
= —(p?c — 2qbp + ag?)

Allgemeiner Fall: Sei A = (a;;), 1<4,j <N, A symmetrisch

N N
Q(z) =aTAzx = 3" Y a;jz;x; zugehodrige quadratische Form.
i=1j=1

Ferner sei B = (b;;), 1<i<I[, 1<j<N, BeRMW | <N eine Matrix, welche die Nebenbedingungen
b11$1+b12$2+...+b1]\]£€1\[ =0

Bx =0, dh. : festlegt.
biixi +bpry+...+bnry =0

Setze die Matrix C = (BPT i) ,0eRY, BeRYY, BT e RME A e RNY dh.
C € RN+LN+
Definition:

Eine quadratische Form Q(x) = x7 Ax heifit positiv [negativ] definit unter einer Nebenbedingung Bz = 0,
falls 27 Az > [<] 0 fiir alle # € RN mit Bz =0, z # 0.

Satz:

Die quadratische Form Q(z) = 2T Az ist positiv definit unter der Nebenbedingung Bz = 0, falls fiir
die (k, k)-Hauptuntermatrizen hy von C gilt:

(=1)'det(hyys) >0, i=1,...,N —1

N= Anzahl Variablen, 1= Anzahl Nebenbedingungen
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Q(x) ist negativ definit unter der Nebenbedingung Bz = 0, falls

(=) det(hgrys) >0, i=1,...,N—1I

oo w
|
_
o
Il
»
o~
Il
—_

Beispicl: Q(z) = o7 Az = 323 — 2§ + 403, A —

NB: B =xz1+2z2+23=0, B=(1,1,1)

01 1 1
. /(0 BY |13 0 o0 »
FmdealsoC’-(BT A)_ 10 -1 0 eR
1 0 0 4
01 1
Zu berechnen sind det(hz) =| 1 3 0 und  det(hy) = det(C)
1 0 -1
1 1 1 01 1
Man findet det(hs) = -2 und det(hy)=—-|3 0 0 |4+0+0+4-|1 3 0
0 -1 0 1 0 -1
—_——
:det(hg):—Q

Wegen (—1)!det(hs) =2 >0, (—1)'det(hy) =5 > 0 folgt, dass Q(x) = 27 Az positiv definit unter
der Nebenbedingung Bx = 0 ist.
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5.4 Eigenwerte und Eigenvektoren

5.4.1 Definition und Eigenschaften
Sei A € RN, Dann heifit

Ker(A) ={z RN | Az =0} "Kern von A”
Bi(A) ={yeRN|3zeRY:Az =y} ”Bild von A”

Es gilt immer: 0 € Ker(A), 0¢€ Bi(A)

Satz: Fiir A € RVY sind gleichwertig:

1) A ist invertierbar

i)
ii) det(A) #0
iii) Ker(A) = {0}
) Bi(A) =R

iv

Definition ( Eigenwert, Eigenvektor):

Sei A € RNV, Ein Vektor x und eine Zahl \ heifien Eigenvektor und Eigenwert von A,
falls  # 0 und Az = Az.

Eigenvektoren x werden unter A auf ein Vielfaches von sich selbst abgebildet.
Bemerkung: Der Eigenvektor x ist nicht eindeutig, denn

Az =Xz & Alax)=MNaz), a#0 < y=ax, Ay=N\y

Bedeutung: Az =X\ & Ar—Xdx=0 & (A—AIy)z=0,2#0
dh.ze Ker(A—MIn), 2 #0
Dies bedeutet: A — X Iy ist nicht invertierbar bzw. det(A — A Iy) =0

Die Matrix A — My hat folgende Form:

ail — A a2 ai13 N aiN

a1 a9 — A a923 . a2 N

A— NIy = asi asy  azgz— A ... asy
ani anN2 anN3 aNNf)\

p(A) = det(A — M) ist ein Polynom vom Grade N, das ”charakteristische Polynom” der Matrix A.

p(A) kann z.B. nach La Place berechnet werden.

Satz:

RN’N

A ist genau dann Eigenwert zu einer Matrix A € , wenn A\ Nullstelle des charakteristischen

Polynoms ist. Jedes z € Ker(A — AIy), x # 0 ist Eigenvektor von A zum Eigenwert A.
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Bezeichnung:  E(\, A) = Ker(A— Ay), X Eigenwert
heifit Eigenraum zum Eigenwert A von A.
-1 2 2
Beispiel: A= 2 2 2 Gesucht: Eigenwerte und Eigenvektoren von A
-3 —6 —6
p(A) =det(A— \3)
—1-A 2 2
= 2 2—-A 2
-3 -6  —6-A
2—A 2 2 2 2 2=
=(-1-2X) -2 +2
-6  —6-A -3 —6-—A -3 -6
=(=1=-XN[2=-XN)(-6—-X)+12] —2[2(—=6 — X\) + 6] +2[-12+ 3(2 — \)]
= ... = = 2A+2)(A+3)
= A hat die Eigenwerte: A\; =0, Mo =-2, A3 =-3
)\1:0 (A /\1]3) v —AUlZO
-1 2 2 10 -1 2 2 0
Gauss-Elimination: 2 2 210 A=2 ~ 0 6 6 |0 ~
-3 -6 —6]|0 A=-3 0 —-12 -1210 A=2

2 210
6 6|0
0 00

Bei der Berechnung von Eigenvektoren muss (A — A Iy) nach Gauss-Elimination immer mindestens eine

Nullzeile haben!

Normiere: (w3 =1 0

6(v)+6-1=0 = (v)2=-1 (v')= [ -1] Eigenvektor zu A\; =0

(W —242=0 = (@), =0 1

)\2 = A )\2[3 ’U = A+213 :0
1 1 2 210 12 210
2 00 —-210 ~ 00 =210
-3 —6 —4 0 00 210 A=1 00 010

—2(’0)3—0 = ’U23—0 9

Normiere: (v})e =1 = 2=11

W1 +0+2=0 = (v¥);=-2

A3 = —3: Analog folgt: v3 = [ 0

Beispiel: A = ( 0 1

1 0) € R??  Gesucht: Eigenwerte und Eigenvektoren von A.

charakteristisches Polynom: p(\) = det(A—-\Iy) = (_A 1 ) = (=241 = \*+1 10 & A=

1 =X
Das Polynom p(\) hat in R keine Nullstellen!
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5.4.2 Komplexe Zahlen
Fiihre formal die imaginédre Einheit

In diesem Fall hat die Gleichung p(A\) = A\* + 1 = 0 die Losung A\; o = +i

99297
1

ein als Losung der Gleichung i2 = —1.

Allgemein nennt man eine Zahl z = a + bi a,b € R, i imaginire Einheit
eine komplexe Zahl und setzt C = {z = a + bi, a,b € R} ”"Menge der komplexen Zahlen”
Offensichtlich gilt R C C.

Bezeichnung: a = Re(z)= Realteil von z

b = Im(z)= Imaginérteil von z

: R R B
Vorstellung: Stelle die beiden reellen Zahlen a,b ot o7 o
einer komplexen Zahl z = a + bi als Vektor (a,b) dar i+ i o2
und interpretiere sie als Punkt im R? -
® -2~
”Gauf’sche Zahlenebene” .
- 3i—

Addition komplexer Zahlen: (a1 + b14) + (ag + bat) := (a1 + a2) + i(by + b2)

Multiplikation komplexer Zahlen:

(a1 + blz) . (ag + bQZ) = ajas + a1bai + asbyi + i2b1b2 = ajag — b1by + i(&lbg + a2bl)

Fiir die Addition und Multiplikation komplexer Zahlen gelten alle Eigenschaften, welche fiir die reellen
Zahlen giiltig sind. C bzw. genauer (C, +,-) heifit deshalb Korper der komplexen Zahlen.

Weitere Setzungen:

Zu z = a + bi heifit Z = a — bi die konjugiert komplexe Zahl [

Rechenregeln:

- z
z+w =zZ+w w,zeC oo .
Z-w =ZzZ-w

zZ =z
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25

Fiir jedes z € C gilt: 2-Z = (a + bi)(a — bi) = a®? —i?b> =a® +b> €R

Man definiert
|z2| = Vz -z =Va® + b? b os z

”Betrag der komplexen Zahl z” 04

Behalte die Anschauung der Gaufi’schen Zahlenebene bei.

Jede komplexe Zahl z mit |z| = 1 ldsst sich schreiben als z = E(®) = cos(®) + i sin(P)

m(z)
08

0.6
0.4

® ist der Winkel zwischen z = E(®) und der reellen 0

Achse im Bogenmaf Phi

-0.2

-04

-0.8

Re(z,

Man rechnet leicht nach, dass gilt: E(®)- E(V)=E(®+ V), E0)=1

Komplexe exp-Funktion:

E(®) = cos(®) + isin(®) = exp(i®) = ¢'® ”Eulersche Formel”

Man kann nun komplexe Zahlen stets schreiben als:
z = [z E(®) = [2] - E(®) = [2] exp(i®)
zow =2 |w|- E(®) - E(V) = |z[[w] - exp(i®) - exp(iV)
= |2llw] - E(® 4+ W) = [z|jw| - exp(i(® + ¥))
Die Multiplikation von komplexen Zahlen ist also geometrisch eine Drehstreckung!

Sei nun z = a + bi.
Dann findet man |z| = (a® + b?)

1

arctan(2), falls a > 0
arctan(2) + 7, fallsa <0, b>0
Im allgemeinen findet man: ® = arctan(%) —7m fallsa<0,b<0
/2, fallsa =0, b >0
—m/2, falls a =0, b< 0

Somit gilt (zumindest fiir a > 0) :

> und tan(®) =2, a>0dh @ =arctan(%), a>0
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1 b b
z=a+bi = (a2 + b2) 2. | cos | arctan () + 4sin | arctan <)
~—_—— a a

I
P P

z = r(cos(P) + isin(P))

z=r-exp(i-®) "Polarkoordinatendarstellung”

Es ldsst sich zeigen, dass diese Formel auch fiir a < 0, d.h. fiir alle komplexen Zahlen z = a 4 bi # 0 gilt.

Damit erhélt man fiir die Potenzen von z folgende Darstellung:

2" =71"(cos(®) + isin(P))” =" - exp(i®)" =" - exp(i n®) = r" - (cos(nP) + isin(nd))

5.4.3 Komplexe Eigenwerte
Nach unserem Einschub iiber komplexe Zahlen kehren wir zum Eigenwertproblem zuriick.

Wir haben gesehen, dass eine reelle Matrix also durchaus komplexe Eigenwerte haben kann.

Satz (Fundamentalsatz der Algebra) :

N .
Jedes Polynom p(t) = Y. a;t*, ag,a1,az,...,any € R, ay # 0 zerfiillt in komplexe Linearfaktoren
i=0

iiber C, d.h. es gibt tl,zi Lty €C, a € R mit
p(t) =alt—t)(t—t2) ... (t —tn)

oo (0 1 2.2
Beipiel: A = (1 0) eR

charakteristisches Polynom: p(A) = det(A — A\ I5)
-2 1 9 . .

det 1 =AN4+1=A—-0)A+1)

Nullstellen: A\; =i, Ao = —i (Mg =) inC

Bemerkung: i) Die Nullstellen eines reellen Polynoms in C sind immer konjugiert komplex, d.h., ist p eine
Nullstelle von diesem Polynom p()\), so auch fi.

ii) Sind die Eigenwerte einer Matrix komplex, so sind auch die Eigenvektoren komplex. Weiter gilt:

Ar=Xz & Az=X\ <& Az=\z, zecC"

Berechnung der Eigenvektoren (Gauf - Algorithmus in C):

o= () (@)-(0) - (31

Wiihle £5 = 1 und finde IR =t +1=0 = gl=(7") ec2
_Z-xlz—l = T = —1 1
Weiter gilt
At =M o A=Al =Nl =N -2 = dedl = x2:$1:<i)

d.h. ist 2! komplexer Eigenvektor zum komplexen Eigenwert A1, so ist 22 = 2! Eigenvektor zum Eigenwert
A2 = A
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Satz:

i) Sei A € RV symmetrisch, d.h. A = AT. Dann sind alle Eigenwerte A von A reell.
ii) Sei A € RV'N orthogonal, d.h. A=! = AT. Dann gilt fiir alle Eigenwerte A € C von A: [\| = 1

iii) Sei A € R™¥ idempotent, d.h. A2 = A. Dann hat A die Eigenwerte A = 0 oder A = 1.

Satz: Sei A € RN symmetrisch.

A
A2

i) Dann gibt es eine orthogonale Matrix O mit = O - A - OT = A3 und die

AN
A1, .-, AN € R sind die Eigenwerte von A.

ii) A ist positiv (negativ) definit [semidefinit] genau dann, wenn A; >0 (\; <0) [N\ > 0] [(A\; < 0)]
fuiri=1,...,N. Es gilt:

2TAz =2T.-0T-0-4-07-0x
~—

~—
In In
= 0.2 .0-A-0T-0-z
——— S~~~
=yT (Vektor) =Y
A1
A2
= yT . )‘3 -y
AN
A1yt
T iQyQ u 2 _ 2
=yl 3Y3 :21/\1%:21)\2[(0@2]
ANYN
>0 fallsA;>0,i=1,...,N
<0 falls ) <0,i=1,...,N
Beispiel: Es sei
2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
A= , e RVY
-1 2 -1
-1 2

Wegen A = AT sind alle Eigenwerte reell. Ferner ist A positiv definit, da alle Hauptunterdeterminanten
(vgl. Aufgabe 5, Blatt 2) positiv sind. Also gilt A > 0 fiir alle Eigenwerte A von A.
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Kapitel 6

Optimierung

6.1 Freie Extremwerte

6.1.1 Hinreichende Kriterien

Definition:

f:D— R, DCRY hat an der Stelle y € D ein relatives Maximum (relatives Minimum) falls
fly) > f(z) fir alle z € Uc(y), = £y

(f(y) < f(x) fiir alle z € Uc(y), = # y)

Gelten die Ungleichungen fiir alle x € D, spricht man von absoluten oder globalen Extremwerten.
Das relative Maximum (Minimum) heifit strikt, falls f(y) > (<) f(z), = € Uc(y)

i=1

N 3
Bemerkung: U.(y) ={z € D |||lx —yl|l2 <e} = {z eD ’ <Z(xi — yi)2> < 5}

Charakterisierung lokaler Extrema:

Sei f : D — R zweimal differenzierbar, D C RY. An einem lokalen Extremum muss eine horizontale
Tangentialebene vorliegen. Dies verlangt

V/) = (3f(y) 0f(y) 3f(y)) _o.

Ox1 = Oxy 7 Oxn

Weitere Bedingungen an die 2-te Ableitung, d.h. die Hesse-Matrix

*f(y) 2*f(y)
Ox10x1 T Ox10T N
V2 fly) = : : e RMY symmetrisch
*f(y) *f(y)
Ox N Oz Oz NnOxTN

sind notwendig.
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Satz:

Sei f: D — R zweimal total differenzierbar, und sei y € D mit V f(y) = 0.
Ist iiberdies die quadratische Form Q(w) = w? V2 f(y)w bzw. die Matrix V2 f(y) positiv (negativ)
definit, so liegt in y € D ein relatives Minimum (Maximum) vor.

Ist die Hesse-Matrix bzw. quadratische Form V2 f(y) indefinit, so liegt ein Sattelpunkt vor.

Aus der linearen Algebra ist bekannt: Aquivalent sind

i) V2£f(y) bzw. Q(w) = wI'V2f(y)w ist pos. (neg.) definit, d.h. wTV2f(y)w > (<) 0 fiir w € RY,
w# 0

ii) Alle Eigenwerte A von V2 f(y) erfiillen A > (<)0

iii) Die Determinanten der (i x i)-Hauptuntermatrizen h; der Hessematrix V2 f(y) erfiillen det(h;) >
0 ((—1)% det(hy) >0)7 i=1,...,N

Zur Berechnung eines lokalen Extremwertes von f ist also die Gleichung V f(z) = 0 zu 1sen und fiir eine
Losung y ist eine der drei Bedingungen i)-iii) fiir die Matrix V2 f(y) nachzuweisen.

Beispiel: N =3,  f(x1, 72, 23) = 27 + 223 + 323 + 23129 + 27123, = (21, 72,73) € R?

Ofeisraits) — 9y 4 2wy + 225 =0
) , 2 2 2\ [z 0
e 4oy +221 =0 = Vf(z,z0,23)= (2 4 0] (] =10
2 0 6 T 0
Ul rerrs) 6rs +22, =0 ’
Ausrechnen liefert
2 2 210 2 2 210 2 2 210 A
(Alo))=1 2 4 0|0 A=-1 ~ 0 2 -21|0 ~ 0 2 —=2(0 | =(4)0)
2 0 6|0 A=-—1 0 -2 4 1|0 00 210
203 =0 = 3 =0 0
200 =0 = x29=0 = y=|0], Vf(y)=0
201 =0 = 21 =0 0
Fiir die Hesse-Matrix erhilt man
2 2 2
V2 f(zy, m2,23) = 2 4 0 | = Vf(y) = V3f(0).
2 0 6

Priifung auf Definitheit: Die Determinanten der Hauptuntermatrizen h;, i = 1,2,3 von A und die von A
stimmen tiberein! Da nur elementare Zeilenumformungen durchgefiihrt wurden folgt

det(h1) =2>0, det(hy)=2-2=4>0, det(hs)=2-2-2=8>0
Also ist die Hessematrix V2 £(0) positiv definit und y = 0 ist lokales Minimum fiir f.
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6.1.2 Konvexe und konkave Funktionen
Definition:

a) Eine Menge D C RY heiBt konvex, falls fiir je zwei Punkte x,y € D und die Strecke
Ar+ (1 =Ny, 0<A<1inD ist.

b) f:D — R heifit konvex (konkav), falls D C RY eine konvexe Menge ist und
M@)+ (1 =Nfy) 2 () FQz+ (1 =Ay), 0<A<L z,yeD

Gilt die entsprechende Ungleichung mit < (>) fir 0 < A < 1, so heifit f strikt konkav (strikt
konvex).

Beachte: Im Fall N = 1 gilt, dass die Mengen [a, b], R, R konvex sind.

Satz: Sei f: D — R, D C RN zweimal differenzierbar. Dann gilt:

fist konvex auf D < VZf(z) ist positiv semidefinit fir 2 € D

fist konkav auf D < VZf(2) ist negativ semidefinit fir = € D

fist stikt konvex auf D <  V2f(x) ist positiv definit fiir = € D

fist strikt konkav auf D < V2f(x) ist negativ definit fir = € D

Satz:

Sei f: D — R zweimal differenzierbar und konvex (konkav). Es sei y € D mit V f(y) = 0.
Dann ist y € D globales Minimum (Maximum) von f in D.

Bemerkung: i) Bei konvexen (konkaven) Funktionen entfillt die Uberpriifung auf lokale
Minima / Maxima.

ii) Seien f,g: D — R, D C R" konvex. Sind f,g konvex (konkav) und
a,b>0 = af+ bg konvex (konkav).

Beispiel: f(x1,22,23) = 23 + 203 + 323 + 22129 + 21123, V2f(11,22,23) =

N NN

2 2
4 0
0 6
Schon gezeigt: V2 f(x1, 2, 23) ist positiv definit fiir alle x € R3 und aus vorigem Satz gilt: y = (0,0,0)

ist globales Minimum fiir f in R3.

Abschwichung des Konvexitétsbegriffs

Situation: f: D — R, D C RY konvex. Zu a € R setze U, = {x € D | f(z) > a}, U, C D

”obere Hohenmenge von f zum Level o”
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Definition:

f:D—=R, Dc RN heifit quasikonkav, falls die obere Hohenmenge U, von f konvex ist fiir jedes
aeR.

Visualisierung (N = 2)

3 - D
Hohenmenge zua=a,U,, Ve

4N Bemerkung: f heifit quasikonvex, falls

\ Lo={zeD]| f(x)<a}, Lo CD
S ”untere Hohenmenge von f zum Level o” fiir jedes

a € R eine konvexe Menge ist.

05[ Hohenmenge zu a=a,>a,U,

35 4 a5 5 55 6

Lemma: Ist f: D — R konvex (konkav), so auch quasikonvex (quasikonkav).

Genauer gilt die folgende Charakterisierung;:
f ist quasikonkav genau dann, wenn f(Ax + (1 — A)y) > min{f(x), f(y)} fir z,y € D, 0 < XA < 1.

In der folgenden Situation kann man von quasikonkav auf konkav zuriickschlieflen:

Definition:
i) K C RY heifit Kegel, falls fiir € K und t > 0 gilt: tx € K.

Man beachte 0 € K, da0-x =0
ii) Sei f: K - R, K C RN Kegel. f heifit homogen vom Grade g, falls gilt:

flz)=1t1f(x) fir x € K, t > 0.

Satz:

Sei K € RN Kegel, sei f: K — R homogen vom Grade q mit 0 < ¢ < 1. Ist f quasikonkav, so ist
f konkav.

Beispiel: Cobb-Douglas-Funktion f(z1,z2) = AzT'z5?
f:D—R, D={(z1,22) €R? |21 >0, 23 >0}, D ist ein Kegel.

Homogenitét: f(tzy,txe) = A(tw)* (trg)*2 = At* 1 a{ t¥205? = t*1Te2 Ap{pd? = t9to2. f(1y,19)
— —_———

=f(z1,22)
= fist homogen vom Grade ¢ = a1 + as

Somit ist die Cobb-Douglas Funktion konkav, falls oy + as < 1.
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6.2 Funktionalmatrix, Kettenregel und implizite Funktionen

6.2.1 Funktionalmatrix
Bisher: f: D — R, D C RY (Ableiten einer Variablen)
Verallgemeinere den Wertebereich. Betrachte nun f : D — R/, D ¢ RY

R fl(l'l,"';xN)
. —— | f2(21,...,7N)
Finde f(z) = f(z1,...,2n) = : eR!
ERN '
fl(x1,~"7xN)

f heilt vektorwertige Funktion in N Variablen.

Beispiel: N=2,1=3

fl(LEl,SCQ) SC% — 21‘2
f(x) = f(x1,22) = | falzr,22) | = | exp(x1) — 22 D=R? f:R? -5 R?
fa(z1,22) sin(z1) + x122
Vektorwertige Funktionen sind eine Kollektion von 1 reellwertigen Funktionen f1, fa,..., f;, welche als
fi
Vektor f = | : | geschrieben werden. Der Definitionsbereich von f ist der gemeinsame Definitionsbereich
Ji
von fi,...,fi.
f=(f1,..., fi) heiflt im Punkt y = (y1,...,yn) € D partiell differenzierbar nach x;, falls die | reellwer-
tigen Funktionen einer Variablen g;(z;) = fi(y1,...,¥j—1,%;,Yj+1,-..,yn) im Punkt y; differenzierbar

ist,i=1,...,1, d.h.

9iWi +7) = 9i(y;) _ filyr, - Y19 + Ty yN) = filyrs - yN) s ay fiir T 0
T T

Man schreibt a;; = %(yl,...,yN), 1=1,...,1, j=1,...,N

Ist f nach jeder Variablen x;, j = 1,..., N partiell differenzierbar, so entstehen N partielle Ableitungen

5]
1y W)
%(yl Yn)
5 8 (yy,. .., .
Biwa(ylaayN): ! . y ]:1,,N
; :
(g1, yw)

Die Matrix, welche aanj(yl’ ...,yn) als j-te Spalte besitzt, heiit Funktionalmatrix von f.

0 ? 0
Df(ylj"'ij): <£(y1""7yN)’8:12(y17""y1v)7""ax‘fv(y17"'?y]v))
Dlyyn) FRGun) S ()

0
a—ii(yl,...,y]\/) %(yl,...,y]\l) ...adm;(yl,...,yzv)

P ' 0 . LI
Ta{i(yh,yN) Tcg(yh?yN) 8Ifll\7(y17’yN)

Funktionalmatrix oder Jacobi-Matrix von f an der Stelle y € D
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f:D — R D cCRY heiit total differenzierbar in D, falls fiir jedes y € D, j € {1,..., N}, i € {1,...,1}
die Funktionen f; partiell nach «; differenzierbar sind und die partiellen Ableitungen g;: ’7 (x1,...,2N), T =
1,...,01, j=1,...,N stetig in D sind. '

Ist f: D —R!, D cRY differenzierbar, so ist Df(z) € RV, 2 € D.

2_9
7 i)
Betrachte f: R? = R3?, f(xy,20) = | exp(x;) —23 | € R?
sin(x1) + z122
f ist differenzierbar und
2!E1 —2
f(z1,22) = Df(z1,22) = exp(z1) —225 | € R32.
cos(xz1) + 2 1

Ty
. 2x1 — dxo + Tx 2 -5 7
Beispicl: f(z1, 25, 23) = (—a:ll +2m22 —43:?;,) - (—1 P _4> Ty | = Az
T3

2 -5 7
Df(xy, w2, 23) = (_1 9 _4) € R??
s o . , 2 -5 7
f:R% — R? ist differenzierbar und f/(z1, xo, z3) = 1 =A

Dies gilt auch allgemein.
Sei f: RN - RM | f(z) = Az mit A = (a;;) € R™N. Dann gilt: f ist an jeder Stelle z € RY differenzier-
bar und f’(z) = Df(z) = A fiir z € RV.

Matrizen stehen also fiir lineare Abbildungen, d.h. durch A € R™ Y und die lineare Abbildung f(x) =
Az, f: RN — RM beschrieben.
f ist differenzierbar und f’(z) = A fiir z € RV.

6.2.2 Kettenregel

Seinun f: D — Eundg: F - Hmit HLDCR!, HCc D, FCRY, ECRM. Wegen g(x) € HC D
ist dann fog: F - H C D — E (F — E) bildbar und wir finden

filgr(ze, ... 2n), . g, ..
fa(g1(z1, .. xn), . i@, . .

(fog)(z) = f(g(x)) = f(gl(l'l,...,iEN),QQ(l’l,...,IN),...,gl($1,...,IN)) =

fu(gi(ze, .o an), g2,

Sind f,g differenzierbar, so ist auch f o g: F — FE differenzierbar und es gilt:
D(fog)(z) = Df(g(z)) - Dg(x) bzw. (fog)'(x)=f(g9(x)) 9 (z)

Beachte: Df(g(x)) und Dg(z) sind Matrizen, d.h.”-” bedeuted Matrizenmultiplikation.
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gl(xl,wz,x3)> _ (é(ﬂﬁ% +a3) — ml)

Beispiel: , = 2y; + In(y3), , T2, =
Beispiel: f(y1,y2) v1+1n(y3), g(z1,22,23) (gg(xl,xg,xg) exp(21 + 2213)

(=2 N=3, M=1)

(fog)(w1,m2,23) = f(g1(21,22,23), g2(21, 22, 73)) = 2g1(21, T2, T3) + In(g2(21, T2, 73)?)

=Y1 =Y2

= (2% + 22) — 221 + In(exp(z1 + 2273)?)
= (23 + 22) — 221 + 2In(exp(z1 + 2273))
= (2% + 22) — 221 + 2(71 + 7273)

= 23 + 23 + 22973

= (x2 + x3)°

Finde durch direktes Ableiten: D(fog)(x) = (8(fggf(x), a(fggz(m), 8”5;73(1)) = (0,2(z2 + 23),2(22 + 3)) €
RI,S

Berechne nun D(f o ¢g)(z) mit Hilfe der Kettenregel:

_ -1 T2 3 2,3
Dy(wy, 2, 25) = <exp(x1 + xox3) exp(xy + xoxs)rs exp(r1 + xzxg)m2> €R

Df(y1,y2) = (2 2)

"y
Mit y = (y1,y2) = g(x) = (91(331,$27$3)792($1,152,$3)) folgt

) 2
D 21, T, T _ _ =2, — c R1:2
f(g(x1, 22, 23)) ( ga(21, T2, 3) ( exp(lerxzxg))

[\

)

Bilde nun Df(g(x1,x2,x3)) - D(g9(21,z2,23)):

2x3 - exp(xy1 + T2x 225 - exp(x1 - Tox
cexp(@1 + 2213), 2w + — p(e1 + 2273) 2 exp(2 23)>

D Dylz) = -2+ —— =" , 225+
Fg(@)Dyg(x) < exp(x1 + Taws3) exp(x1 + zaw3) 3 exp(z1 + zax3)

= (=242, 225 + 223, 223 + 2x3)
= (0, 2(22 + 73), 2(z2 +23)) €RY?

6.2.3 Implizite Funktionen

2 2 2 _
Beispiel: Sei f : R3 — R? definiert durch f(z1, 29, 73) = (xl Try+ 3 1)

T1 — 274
Betrachte wieder die Gleichung f(z1, 22, 23) = <8) €R?

Hieraus wird implizit eine neue Funktion definiert:

2?42 4+ai—1=0 Z1— 220 =0
1 2 3 = 1 — 229 =
23 =1-2% — 23 T1 = 272
_ 2 2 1.
x3 = +/1—2a% — a3 Ty = 511 = p1(71)

N x?):i\/l_xf_ 1a? :i\/l—gwfziwz(xl)

Auflssende Funktion ¢ + (21) = (p1(x1), £pa(x1))
Also finden wir f(x1,p1(x1), Zp2(x1)) = 0 nach Konstruktion von ¢; und @9

Allgemein gilt fiir die Auflésbarkeit von nichtlinearen Gleichungen folgender Satz:
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Satz (Implizite Funktionen):

Sei F:D — Rl Dc RNt differenzierbar. Es sei (2°,1°) =

(29,...,

0,0 0 :
3, Yt, -, Yp) mit

OF (2°,4°
F(2y°) = F(af,...,2%,9%,...,47) = 0. Ist dann ﬁ
oder kurz geschrieben %O’yo) R invertierbar, so lisst sich die Gleichung

.uy1) = 0 lokal bei (29, ...,2%,47,..
%) — R! mlt o(z°) = 3° und
yzn)) =0 fiir 2 = (z1,...,2y5) € U (2°

F(zi,...,zN,Y1,--
differenzierbare Funktion ¢ : U.(x

F(zy,...,xn,0(x1,. ..

Konsequenz: Man bekommt an einer Nullstelle (2°

Betrachte nochmal die Gleichung F(x1,...,Zn, o(21,...,ZN)) =
F(z,0(z)) =0, z € U ()
Nach der Kettenregel gilt: aF(’gf(x)) + aF(’g;P(x)) Pr)=0 &
Ist %5(1)) invertierbar, so folgt

-1
¢'(z) =— {BF(%’;(:C))} COE@e@) g e U, (o).

Betrachte nochmals unser Beispiel:

2 .2, .2
; Ry +yE—1
Mit z = y1, @3 =y finde f(x1,y1,92) = ( LTV

1 — 21

)=

Setze (29,9,48) = (3,3, 3) und finde
reney o (B @) (3 -1y C () (0
37373 5_2.5 0 0

Of1(%1,y1,y2 Of1(x1,y1
Of wryyn,pn) _ (Tt S G (% )
8(y17 y2) 8f2(z81y.,11/1,y2) afg(zalygl ,Y2) _9 0
2 1 2
(535 _ (3 3\ pgee
(Y1, 92) BOR
0/ (5:5:5) 2 4 of (3.3
W d t M —_ d t 3 3 _ § 0 . t 3739
o < Oy1,2) N2 0) =570 o
0

auflésende Funktion ¢ :]z¢

., yY) aufldsen, d.h. es gibt eine

).

y") lokal eine ganze Fliche (x

,o(z)) von Nullstellen.

0 z = (z1,...,2n) € U(2) &

OF (z,p(x))
Oy

OF (z,0(x))

"Pl(x) = - O

0

0), =2, N=1, N+1=3

——=2 92 invertierbar, d.h. es existiert eine
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6.3 Extremwerte mit Gleichheitsnebenbedingungen

6.3.1 Problemstellung

Seien f: D >R, g;: D >R, i=1,..
Problem: Maximiere / minimiere f(z) = f(x1,..

0,...,9n(x) =0

1, DCRY, 1< N differenzierbare reellwertige Funktionen.

.,2n) in D unter der Nebenbedingung g1 (z) = 0, go(z) =

Z={xeD|gi(x)=ga(x) =...=gi(x) =0} "Menge der zuldssigen Punkte”

Gesucht ist ein lokales / globales Maximum / Minimum von der Funktion f auf Z.

gl(.]?l,...,l‘]\])
Sei g(z) = g(z1,...,2Nn) = :
g(z1,...,TN)
3%1(90)
aggar)
Dg(z)=|
991 ()
8£E1
Mbogliche Rénge fiir Dg(x):0,1,2,...,1

g:D — R! differenzierbar mit Funktionalmatrix

3%1(90)
Bg;(zar)

81’2

9g1(x)
8:1;2

9g1(x)

ox
92 ()
)
‘"E.N c Rl,N

9g1(x)
8£EN

Bemerkung: x heifit regulidr fiir g, falls rg(Dg(z)) =1 d.h. die Vektoren Vgy(z), Vga(2),..., Vg (x)

sind linear unabhéngig.

Satz:

Gilt rg(Dg(x)) =1 [maximal] fiir alle z € Z, so ist Z eine (N-1)-dimensionale ”Fliche” im RY.

6.3.2 Losung des Problems durch Variablenelimination

Betrachte die Nebenbedingung g(z1,...,rx) =0 € R!

Setze y1 = TN_141, Y2 =TN_142,---, Y1 = TN = coN) = g(X1, T2, TN YL, 5 YL)
Lose diese Gleichung mit dem Satz iiber implizite Funktionen auf. Sei (29, ..., x?\,_l, yl, ... y?) € Z,d.h.
g9, 2% 0. ) =0

Gilt g—g(x?, v Xy, y)) € RYY invertierbar, so ist die Gleichung

g(x1,. .., N1, Y15, y) = 0 lokal an der Stelle (29,...,2% _;,4?,...,9Y) nach (y1,...,y) auflosbar.
Dann finden wir eine Funktion ¢ = ¢(z1,...,zy—;) mit g(z1,...,en-1, ¢(x1,...,2Nn_1)) = 0.

Man untersucht dann h(xy,...,z2n—;) = f(z1,...,28-1, ¢(z1,...,2n—;)) auf freie Extremwerte, d.h.

man sucht (z7,..

(x],...,xy_pplxl,..
problems.

LX) mit Vh(zr,..
., xN_;)) € Z. Dann ist (z7, ..

LTh_) =0, V2h(a7,..
'7x>']:vfla<p(xylﬁ7"

., &%_;) positiv / negativ definit und
., &N _;)) eine Losung des Ausgangs-
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6.3.3 Die Methode von Lagrange
Problem: Maximiere / minimiere f(z), « € D unter der NB: ¢1(z) = ... =gi(z) =0 (%)
Dann heifit

l
L()\,Z‘) ZL()\l,...,)\l,l‘l,...,JjN) :f(xl,...,mN)—FZ/\i-gi(xl,...,xN)
i=1

die Lagrange-Funktion des Problems und die Zahlen \;, ¢ = 1,...,[ heiflen Lagrangemultiplikatoren
Satz:

!
Vorgelegt sei das Problem (x), und es sei L(\, z) = f(x) + > Aigi(z) die zugehérige Lagrange-
=1

Funktion. Dann lauten die notwendigen Bedingungen erster_Ordnung fiir ein lokales Extremum
unter Nebenbedingungen
L
%(/\ax):gi(x):(x i=1,....1
oL 8f ! 8gi
7}\ _ )\7;. :0, ‘:1’...7N
) = L@+ S @ 0.

”(N 4+ 1)-Gleichungen fiir (N + [)-Unbekannte”

Losungen (z*,A*) des obigen Systems nennt man auch stationéire Punkte der Lagrange-Funktion.

Beispiel: f(z1,x2,23) =21+ 223 (N =3, 1=2)
NB: g1(x1,20,23) =21 + 72 +23 —1=0, go(x1,22,23) =23 + 23 + 23 — g =0
Lagrangefunktion: L(A1, A2, 21,22, %3) = 21 + 223 + A (21 + 22 + 23 — 1) + Xo(2? +2d + 23 — 1)

Notwendige Bedingungen 1-ter Ordnung fiir lokale Extrema:

(6):> Ao = —2— )\

a) 87(/\,1‘): T+ x9+ a5 — 1 0
b) ~—(N\ax)= ai4a3+a3—% =0 )
9 4 x

%>\L2 . = M(1 — 2z2) — 4o = M= 1722

C) %()‘7 iL’) = 14+ A +2X1y =0 T2
3 4z Az

L c)= 0=1+ dzz + 2% (_2_ _2)
d) %(A7$) = A+ 2\ ;0 () 1—2z4 1 T—2a3
) 8%()\ ) )\ A ! = 0:1—2$2+4$2—4x1(1—2x2)—83:13:2:1+2x2_4$1
e) —N\x)= 24+ M+ A =0
ax3 = $2:2x1_l

2

Einsetzen in (a) liefert: 1 =1 + 29 + 23 = 21 + 221 — % +x3 & x3= % — 311

2
=a?+ai+az=af+ (22, — %) +3 -3

ISEN}

Einsetzen in (b) liefert:
1
& i:x%+4w%—2x1+1—3x1
-~ 0:5$%—5.’E1:5$1($1—1)

Also folgt: 1 =1 oder x; =0
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1 =0 liefert: 23 ==, zo=—2%, X\ 72:_—2:71, A=-2—-(-1)=-1
x1 =1 liefert: 23 =2 -3=-2

Zwei stationdre Punkte der Lagrangefunktion: z* = (07 -4.3), x»=(-1,-1)

i=(1,3,-3), A=(-3,1)
Weitere Untersuchungen sind notwendig um zu bestimmen, ob dies lokale Minima / Maxima unter Ne-
benbedingungen sind.

6.3.4 Bemerkungen zur Losbarkeit der Gleichungen

: oL of : 9gi .
Wir haben —(\ Ai - =—(x) =0, =1,...,N.
iwhaben 2 (0 x) = 2L @)+ S @) =0,
of () 0gi(x)
oz ox1
Mit Vf(x) = und Vg;(z) = , i=1,...,1 lautet obige Gleichung
df(x) 9gi(x)
Oz N oz N
1
2)+ Y AiVgi(r) =0 & Vf( ZA Vgi(x

d.h. die (I x 1)-Vektoren V f(x),Vg1(z),..., Vg (x) sind linear abhingig.

Lemma.:

Ist nun z* € Z eine lokale Losung des Optimierungsproblems mit rg(Dg(z*)) =1
(d.h. eine reguldre Losung bzw. Vg (x*),..., Vg (z*) sind linear unabhingig).

Dann existieren die Lagrangemultiplikatoren A}, ..., A; mit
l
) . . OL(z*, \*)
(x )+Zx\ngi(x ):7895 = 0.

Bemerkung: An einer Losung x* mit rg(Dg(x*)) = [ findet man also immer die zugehérigen Lagrange-
multiplikatoren A¥, i =1,...,1[.

19

6.3.5 Hinreichende Bedingungen 2-ter Ordnung fiir lokale Extrema unter Ne-
benbedingungen

Seien nun z*, \* Losung der Gleichung

oL oL

A =glm) =0, =(\x)= +ZAng ) = 0.
Mit A* = (A}, ..., Af) setzen wir

! .
L(z) = L(A\*,z) = f(z) + Y. Afgi(x) und untersuchen die Funktion L in der N&he von z*.
i=1

5 VE@) = 5E0e) = V@) + 3 X Va()
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A L
Es gilt VL(z*) = Z—x

tion. Weiter folgt

V2L(z) = V2f(x) + .

)‘;k vzgi (ﬂf) )
1

V2L(2*) = V2 f(x")

l

!
(A, 2%) =V f(x*)+ > A Vgi(z*) =0, da z* stationdrer Punkt der Lagrangefunk-
i=1

S ArV2gi(z*) € RMY symmetrisch.

i=1

Hinreichendes Kriterium 2-ter Ordnung fiir lokale Minima / Maxima:

Die quadratische Form Q(y) = yT V2L (x*)y ist positiv / negativ definit beziiglich der NB

Dg(a*)y = 0.
Also wird die Definitheit entschieden an den Hauptunterdeterminanten von
dg1(z) dg1(x)
0 0 %121 g;N
Og1(x) Ogi(x)
Cla) = 0 Dg(x*)\ 0 o o e € RN+LN+
v= Dg(z*)T V2L(xz*)) 991 () dg1(z) | 0°L(w) 9L ()
8I1 8I1 (99316:61 (99316:61\]
dg1(x) dgi(z) | 8%L(x) 8 L(x)
or N oxr N Oz N Oz OxNOx N
Satz:
. . .. oL oL ! )
Sei (z*, A\*) eine Losung von a(az, A) =g(z) =0, a—()\,x) =Vf(z)+ > AVgi(x) =0, und sei
€T i=1
L(x) = L(z, \*). Dann ist z* ein lokales Minimum [Maximum] von f unter der Nebenbedingung
gi(z) =...=g(x) =0, falls (—=1)'det(hg;) >0, i=1,...,N—1

[(—1)*idet(hyqi) >0, i=1,...,N—1].
Dabei bezeichnen h; die (j x j)-Hauptuntermatrizen der Matrix

0 Dg(z”)

C’(x*) — (Dg(x*)T v2£(x*)> c RN+LNAL

Betrachte unser Beispiel:

f(@1, 22, 23) = 21 + 223 = min / max

— 2 2 7T _
gg(xl,xg,xg) —x1+x2+x3—1 =0

A= (=1,-1).

gi(x1,22,03) =21+ 22+ 23 —1=0,

Betrachte den Punkt 2* = (()7 —%, %) ,

(z*, \*) ist stationdrer Punkt der Lagrange-Funktion, d.h. erfiillt %(A*,x*) =0, %(A*,z*) = 0
Berechne nun die dazugehérige Matrix C(z*). Bendtige hierfiir die Matrizen Dg(z*) und V2L(z*). Aus-
rechnen liefert

l 1
o 1 1 1 *\ 1 1 1 27 (k) w2 * *\72 —
Do) = (5, ar, 1) D)= (5 1 1) VEE) = NV, Vo= (o).
1 27, 20 0
sz(x) =0¢ RS)S) vyl(x) = 1 ) Vzgl(m) =0¢ R&gv v92($) = 2372 ) v292(x) =0 2 0= VQQQ(SC*),
1 1 00 0
) -2 0 0
V2L(z*) = V2 f(2*) +X; V21 (2*) + A5 Viga(z®) = —Vig(z*)=| 0 -2 0
0 . - 0 0 0
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0 O 1 1 1
0o 0 0 -11 =3
. 0 Dg(z*
Aufstellen der C-Matrix: C(z*) = < A =]/1 0 -2 0 0 l=
Dg(z*)T  V2L(z*)
1 -1 0 -2 0 —1l=1
1 1 0 0 O

Bendtigen hier nur det(hg4;) = det(hs) = det(C(x*)).
Also liegt nach obigem Satz ein lokales Minimum vor, falls det(C(z*)) > 0, bzw. ein lokales Maximum,
falls det(C(x*)) < 0, ist.

Man berechnet nun det(C(z*))

=det(hs) =—-10<0 = z* ist ein lokales Maximum von f unter den
Nebenbedingungen g (x) = go(x) =

0.

6.3.6 Konvexe bzw. konkave Lagrange-Funktionen

L L !
Seien wieder z*, \* Losungen von Z—A(A, x)=g(x) =0, g—x(A, x)=Vf(x)+ > Ngi(x) =0
i=1

. l .
Setze wieder L(z) = L(A",z) = f(z) + }_ Ajgi(z), L:D—=R, DC RM

=1

Satz:

Ist die Funktion L konkav (konvex), so ist z* ein lokales Maximum (Minimum) von f unter der NB
g1(z), .., gi(x) = 0.

Kehre zu unserem Beispiel zuriick:

-2 0 0
V2L(z) = V2f(x) 405 - Vigi(z)+ N5 Vig(z) = —Vig(z)=| 0 -2 0], zeR’
N—— —— =~ 0 0 0

=0 =0 =—1

sz/(:c) hat die Eigenwerte —2,0. Also ist die zugehorige Form Q(y) = yTVQIA/(:U)y negativ semidefinit
fiir alle x € R3, d.h. L ist konkav auf R? und nach vorigem Satz ist z* = (0, —%, %) ein lokales Maximum.

6.3.7 Bemerkungen zur Lagrange-Funktion

Betrachte f(x) < min / max unter der NB ¢1(z) = ... = g;(x) = 0.

!
Zugehorige Lagrange-Funktion: L(A, ) = f(x) + > Aigi(x)
i=1

Wegen gz(x):gz(xlaaxl\/):o ~ _gi(x):gi(xlv"'vl'N)ZO, Z:]-vvl gllt
R l

BN = £(@) + 3 M(—gr(a)) = F(a) — ,_lzlAigm.

=1

L Dbesitzt dieselben stationiren Punkte wie L, aber die Lagrangemultiplikatoren werden mit (-1) durch-
multipliziert. In der Literatur sind beide Varianten fiir die Lagrange-Funktion gebréuchlich.

6.3.8 Verhalten bei Parametern (Envelope-Theorem)
Seien a = (a1,...,an), B=(81,...,0) dulere Parameter.
Zielfunktion: f = f(z,a) = f(z1,...,2N,01,...,057)

Nebenbedingung: ¢;(z) =6;, i=1,...,1
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Die zum parameterabhiingigen Problem gehorige Lagrange-Funktion lautet dann L = L(\,z,«,8) =
l
[z, a) + ; Ai(gi(z) — Bi).
Es selen 2* = 2*(a, 8), A* = X(a,8), «a € A, B € B eine Schar lokaler Extrema von f(x,«) < min
/ max unter der NB g;(x) — 5, =0, i=1,...,1,
oL oL

d.h. E(A*( 6) 4 (a,ﬁ),a,ﬂ) =0, a (A*( 6) x*(a,ﬂ),a,ﬂ) =0.

Setze dann ®(«, 8) = L(A* (o, B), 2" (e, B), 0, ), «a € A, € B "Optimalwertfunkion”

Kleine Anderungen der Optimalwertfunktion ® bei Anderung von a, 8 zu « + Aa, §+ AS werden in

1-ter Néherung durch die Grofien g—i(a, B) - Aa bzw. %(a, B) - AB gegeben.
0P 0 .
(1) = o (L (0,). 2% . B).0.)

(Kettentegel) = ZE(X" (@ )" (2, 8),,8) o0, 8) + 50N (0, 3),” (0 B 0, 6)- 5 (e )

o ox o

=0 =0

+887L()\*( 5)7,%*(@’5),04,5)‘1
a;
0L
- 9oy

of

80@

(A (e, B), 2" (a, B), o, B)
> @ (e, p), j=1,...,L

Die partielle Ableitung von f nach a; reicht aus, um die Anderung der Optimalwertfunktion ® in
Abhéngigkeit von o; angeben.

00 o, . .
aiﬂj(a’ﬁ) - TBJ(L()\ <a75)7x (a76)7a7ﬁ))
oL oN* oL Ox*
(Kettenregel) = ﬁ()‘*(avﬂ)v‘r*(avﬁ)aavﬁ) 8ﬂj (Oé,ﬁ) + %(A*(Oé,ﬁ)ﬂl'*(ﬁ,ﬁ),a,ﬁ) 872.](0[75)
=0 =0
g (@85 (0.8).0,6) 1
oL

= 55 X (0:8).° (@, 0).0.0)
:_)‘;( 56)7 ]:1a7l

Der negative Lagrangemultiplikator —\; gibt die Anderung der Optimalwertfunktion ® in Abhéingigkeit
von f3; an.

”Envelope-Theorem”
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6.4 Extremwerte unter Gleichheits- und Ungleichheitsnebenbe-
dingungen

6.4.1 Allgemeiner Fall einer Optimierungsaufgabe

Seien f: D =R, g;:D—=R,i=1,...,1, < Nsowiek;: D —R,i=1,....,m, DCRM gegeben.
Problem: f(x) E max, x € D unter der NB ¢;(z) =0, i=1,...,0 und k;(z) >0,i=1,...,m
Bemerkung: Mochte man lokale Minima suchen, so ist f durch —f zu ersetzen.

Wir setzen
Z={xeD]|g(x)=0,i=1,...,1, ki(z) >0,i=1,...,m} "Menge der zuldssigen Punkte”

Gesucht ist also ein lokales Maximum von f auf der Menge Z. Z hat jetzt keine so schone geometrische
Struktur mehr, wie im Fall von nur Gleichheitsnebenbedingungen.

Sei & € Z beliebig. Dann heifit J; = {i € {1,...,m} | k;(Z) = 0} die Menge der bei & € Z aktiven
Ungleichheitsrestriktionen.
Seien weiter f;,g; i=1,...,1, k;, i =1,...,m zweimal differenzierbar.

Z € D heifit reguliir, falls die Vektoren Vg, (Z),...,Vg;(Z), Vk;(Z), i€ Jz linear unabhéngig sind.

6.4.2 Zusammenhang zwischen Gleichheits- und Ungleichheitsrestriktionen
Betrachte die Ungleichheitsrestriktionen k;(z) >0, i=1,...,m

Fiihre neue Variablen yi,...,y, ein und ersetze k;(x) >0 durch k;(z) —y? =0, i=1,...,m
—_—
Schlupfvariablen

Schreibe auf diese Weise das Problem um in ein Optimierungsproblem mit nur noch Gleichheitsrestrik-
tionen. Dabei erhoht sich die Anzahl der Variablen um m.

Setze y = (Y1, -+, Ym)

flxy) = f(@), §u(z,y) = g1(2),..., 51(z,y) = gi(x),

gl+1($,y) = kl(m) - y%a cee 7gl+m(x,y) = km(x) - yfna g = (gla cee agl+m)

Die zum Optimierungsproblem gleichwertige Aufgabe lautet: f(z,y) < maz unter der NB g(z,y) =0
Zugehorige Lagrange-Funktion:

R m+l l m
Lla,z,y) = flz,y)+ X i Gilwy) =f@)+ X aigil@) + 3 a (kiz) —u7)
=1 \fl’ z i=1 i=1 \/14
iy, =1, i, 1=1,....m

m

LW o) = F(@) + 3 higi(@) + S5 palha() — )

i=1 i=1

Die notwendige Bedingung 1—ter Ordnung fiir ein lokales Maximum lautet: 0 = VL(\, u, z,y)
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Ausgeschrieben bedeutet dies:

oL ,
5‘L

@(Avﬂaxay) m)_yfzo i:1,...,m

(
oL 0 l ,
) GrOmeg) = i@+ A S o o1 N
J =1

ai

6y()\u,xy) = —2uy; =0 i=1,....,m

(N + 2m + 1)-Gleichungen fiir (N 4 2m + [)-Variablen &1, ..., N, Y1, -« Ymy ALy« ooy ALy 1y« -+ fbm

Elimination der Schlupfvariablen

Multipliziere (d) mit y; und erhalte 0 = —2u,;y? = —2u;k;(z) & ;- ki(x)=0, i=1,...,m
Ersetze (b) durch k;(x) >0, i=1,...,m

Ferner benétigt man p; >0, i=1,...,m

Erhalte dann

Viz)+ Z AiVgi(x) + 32 piVki(x) =
pi - ki )Z_ 0, i=1,. z:’;n } ”Karush-Kuhn-Tucker (KKT) Gleichungen”

g(x) =0, k(z)>0, p=>0,i=1,....,m

Losbarkeit der KKT-Gleichungen

Satz:

Sei x* eine lokale Losung unseres Optimierungsproblems mit f,¢g;, i =1,...,0, k;, i=1,...,m
zweimal differenzierbar. Ferner sei z* € Z regulér. Dann existieren eindeutig Zahlen
o A BT 1, ,u’:>0 i=1,...,m mit

l
V(™) + 32 A Vgi(x )+Zu*Vk( =0 pi-ki(@T) =0, i=1....m
=1

”Karush-Kuhn-Tucker-Bedingung”

Bemerkung: Wenn das Optimierungsproblem eine regulére Losung x* hat, dann haben die KKT-Gleichungen
eine Losung, d.h. man findet die zugehorigen Lagrange-Multiplikatoren A* und p*.

Beispiel: f(z) = 25r31—x2L mar, D=R3 N=3 1=0 m=2
unter der NB kq(z) = —x1 —exp(—z1) — 2% + 22 >0, ko(z) =21 >0

% —1+exp(—x1) 1
Vfiz)=1-1], Vki(z)= 1 , Vka(z)=10], x=(x1,22,23)
0 —2{);‘3 0
KKT-Gleichungen

a) 3+m(-1+exp(-z1))+ps =0

b) —1l+4+m =

c) —2w3m =

d) pi(—z1 —exp(—z1) — 23 +22) =

€)  Haxy =0 } Schlupfbedingungen

M1y 2 20, kl(x)ka(m) >0
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b) liefert p; = 1 und mit c) folgt: 3 = 0. Mit d) erhalten wir = —xz; —exp(—z1)+22=0 = o
x1 + exp(—1x1)

Zum ”Losen” der Ungleichungen d), e) benutzt man Elemente der mathematischen Logik.

Prinzip der Logik: Man unterstellt eine Annahme, zeigt dass sich durch diese Annahme ein Widerspruch
ergibt. Dann ist das Gegenteil der Annahme wahr.

Annahme: Sei 21 = 0.

Dann gilt: 2o = 0+ exp(0) = 1. Einsetzen in a): 2 + 1(-1+ 1) +p =0 = po=—-1<0
Widerspruch.
Damit ist das Gegenteil von 1 = 0 wahr, d.h. 1 # 0. Weiter gilt dann mit e) sofort pe = 0.

Einsetzen in a) liefert:
Lil(-1+exp(-21)40=0 = exp(-z1) =21 & -z =m(L) & z1=-In(}) = ((%)—1) -
In(2)
Ferner folgt: 2 = In(2) + exp(—In(2)) = In(2) + exp(In (3)) = In(2) +
Einzige Lésung: z* = (In(2),In(2) + 1,0), p* = (1,0)

=1In

Fiir diese Losung gilt ki(z*) =0, ko(z*)
ko ist inaktiv.
(x*, p*) erfiillt die notwendige Bedingung 1-ter Ordnung fiir ein lokales Maximum.

N[ =

(2) > 0, d.h. Ungleichung k; ist aktiv und Ungleichung

6.4.3 Hinreichende Bedingungen 2-ter Ordnung fiir lokale Maxima

Esseiaz* € Z={x € D|g(z) =0, h(z) >0} und es selen \* = (A},..., \)), p* = (pf,..., k),

wi >0, i=1,...,m mit Vf(z*) + i iV gi(z*) + i wiVki(z*) =0, piki(z*) =0, i=1,...,m,
d.h. die KKT-Bedingungen seien erfiiithl. =

Ferner sei pf > 0, falls k;(z*) = 0.

Setze dann L(z) = f(z) + Zl: Afgi(x) + fj wik;(x)
i i=1

i=1
~ l m
Berechne V2L(x) = V2f(x) + Y \iV2gi(z) + > piV2k;(z) und betrachte
i=1 i=1
N l m
die quadratische Form Q(y) =y V2L(2*)y = yT (VQf(x*) S AV3gi(z*) + ,ufvzki(x*)> y.
=1

=1

Dann liegt ein lokales Maximum z* von f unter den Nebenbedingungen g(x) =0, k(z) > 0 vor, falls die
quadratische Form Q(y) = y* V2L(2*)y negativ definit unter den Nebenbedingungen

Vgi(z)Ty=0,i=1,...,1, Vki(z*)Ty =0 fiir i ={1,...,m} mit k;(z*) = 0 ist.
Seien nun i1, ...,4, € {1,...,m} die Indices der bei z* aktiven Ungleichungen.

g1()

Setze R(x) = k?l ((xx)) € R, Dann muss Q(y) = y7 (V2L(z*))y negativ definit sein bzgl. der Neben-
i1

ki, (x)
bedingungen DR(z*)y = 0. Also wird die Definitheit von Q an der Determinante der Hauptuntermatrizen
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o 0 DR(x*)
von C(z") = (DR(SC*)T V2L (")
(=1 det(hotry+i) >0, i =1,... N =l —r . Dabei bezeichnet h; die (i x i)-Hauptuntermatrix von
C(z*).

) € RATTNHTHN entschieden. Ein lokales Maximum liegt vor, falls

6.4.4 Ein Beispiel

Betrachte wieder unser Beispiel: f(z) = $21 — z2 < maz

Nebenbedingungen: kq(x) = —z; —exp(—x1) — 25 + 22 > 0, ko(x) =21 >0
Losung der KKT-Gleichung: z* = (In(2), 3 +1n(2),0) , p* = (1,0), ki(z*) =0, kz(z*) >0

Ungleichung k; ist aktiv bei *, Ungleichung ko ist nicht aktiv.
Also folgt: R(x) = k()

L(z) = f(x)+p k(@) +pska(x), VL") = V2 f(2)+ pi V() + ps Vha(2") = V2 f(2*)+V 2k (27)
- -

=1 =0
— exp! —z1) 0 O
Finde V2f(z) = 0 € R%3 und V2K (z) = 0 0 0
0 0 -2
(o
Einsetzen liefert: V2L(z*) = 0 0 0
0O 0 -2
R(z) = ki(x) = —11 —exp(—z1) — 23 + 22, DR(z) = (=1 + exp(—21),1,—223) = DR(z*) =
(=3.1,0)
0 -1 1 o0
1 _1 9 0 =3
Also folgt: C(z*) = ? 2 =0
1 0 0 0 re 1
0 0 -2

Bendtige fiir lokales Maximum det(hs) > 0, det(hq) = det(C(z*)) < 0.

-5 1] 1 0 = ! )
det(h3) =1 1 :§>0, det(hg) =-2| =3 -1 0 :72.§:f1<0
’ 10 0

Also liegt in z* ein lokales Maximum von f unter den Nebenbedingungen ki (z) > 0, ky(z) > 0 vor.

6.4.5 Konkave Optimierungsprobleme

Seien f: D —-R, g;:D—R, ¢=1,...,l und
ki:D—R, i=1,...,m, DCRY gegeben.

Definition: Ein Optimierungsproblem f(z) < maz unter den Nebenbedingungen ¢;(z) =0, i=1,...,1
und ki(z) >0, i =1,...,m heifit konkaves Optimierungsproblem, falls D C R™ konvexe Menge, f
konkav auf D, g;(z) =blz — 3, =0, b; € RN, B, €R, i=1,...,1 ,k; konkavaufD, i=1,...,m.

Satz:

Vorgelegt sei ein konkaves Optimierungsproblem mit f,g;, i =1,...,1, k;;, i=1,...,m
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zweimal differenzierbar. Erfiillt £* zusammen mit den zugehorigen Lagrange-Multiplikatoren
A%, p* die KKT-Bedingungen, so ist * globales Maximum von f unter den Nebenbedingungen g(x) =
0, k(xz)>0.

Betrachte wieder unser Beispiel: f(z) = $21 — z2 < maz

ki(z) = —21 —exp(—m1) — 23 + 22 >0, ko(z) =21 >0
KKT-Punkt: z* = (In(2), 3 +1n(2),0), p* = (1,0)
Uberpriife nun, ob ein konkaves Optimierungsproblem vorliegt.

D =R3, d.h. D ist konvex.
Es gilt: V2f(z)=0€R33 = fkonkav

0
<( ) 0 0
2 () — | —exp(—a1
Viki (@) 0 0 0
0 0 —2

Diese Matrix hat die Eigenwerte —exp(—x1),0, —2 ist also negativ semidefinit = k; konkav
V2ky(z) =0 € R33 = ky konkav.

Es liegt also ein konkaves Optimierungsproblem vor. Also ist nach vorigem Satz z* globales Maximum
von f unter den Nebenbedingungen k;(xz) > 0,7 =1,2.
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Kapitel 7

Differenzialgleichungen

7.1 Prozesse in der Zeit und skalare Differenzialgleichungen

7.1.1 Modelle fiir Prozesse in der Zeit
Beispiel 1:

K (t) sei das verfiighare Kapital einer Firma zur Zeit t. Angenommen, das Kapital wurde mit der Rate
6 > 0 pro Jahr abgeschrieben und die Investitionen in die Firma pro Jahr seien konstant I.

Dann liisst sich zeigen: Ist 6 > 0 die Abschreibungsrate, so ist 0K (¢) die pro Jahr abgeschriebene Summe.
Die Anderung der Kapitalmenge ist dann I — 6K (t). Andererseits ist die Anderung der Kapitalmenge
nach Definition gegeben durch K'(t)

Man erhélt: K'(¢) =1 —0K(t), I,§>0, t¢€ Intervall

So etwas nennt man ”skalare Differenzialgleichung”.

Gesucht wird eine stetig differenzierbare Funktion K (t), fiir welche an jedem Zeitpunkt ¢ die Groen
K'(t) und I — 0K (t) iibereinstimmen.

Manchmal ist auch die Kapitalmenge zu einem festem Zeitpunkt ¢y, bekannt, d.h. es gilt:

K(ty) = Ko ” Anfangsbedingung”

Man betrachtet dann die Aufgabe:
K'(t)=1-06K(t), I,0>0, te& Intervall
K(tg) = Ko 7 Anfangswertaufgabe” (AWA)

Bemerkung: Wenn das Problem (AWA) eine Losung hat, dann hat die Differenzialgleichung viele Losun-
gen. Priziser sagt man "skalare AWA”, da K(¢t) € R.

Beispiel 2:

Sei z(t) das Bruttosozialprodukt eines Volkes, K (t) das Aktienkapital und L(¢) die Anzahl der Arbeiten-
den zur Zeit t. Es gelte:
e Die Anderung des Kapitals ist proportional zum BSP, d.h. K'(t) = sx(¢)

e Das BSP werde durch eine Cobb-Douglas-Funktion modelliert, d.h.
z(t)=a - KA 2L{#)*, 0<a<l1

e Die Arbeitskraft steige exponentiell mit der Anzahl der Arbeitenden, d.h. L(t) = Lo exp(At)

Man findet dann
K'(t)=sz(t)=s-a- K¢)'"*L({t)* =s-a- Lexp(a)t) - K(t)'=*, tel, s,a,Lo>0, 0<a<l
”skalare, nichtautonome Differentialgleichung”

Nichtautonom heifit, die unabhéngige Variable t tritt explizit auf.
Zu Beginn gelte: K(tp) = K

AWA: K'(t) =s-a- L§exp(aM)K(t)!7>, tel, K(ty) = Ko
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Eine Differentialgleichung (Dgl.) heifit nichtautonom, falls die rechte Seite explizit von der Zeit abhingt,
sonst heifit sie autonom.

7.1.2 Allgemeine Struktur
Die auftretenden Gleichungen sind Spezialfiille der folgenden Aufgabe:

2(t) = f(t,x(t)), tel, z=(t)eD, f:I1xD—R, I,DC R Intervalle. (%)
Ferner sei f zweimal differenzierbar.

Manchmal schreibt man kurz: ' = f(¢t,z), t€ I, v €D

Eine Losung von (%) ist eine differenzierbare Funktion x : I — D, die z'(¢t) = f(¢t,z(t)), t € I erfiillt.
Die Funktion f : I x D — R ist dabei gegeben.

f heifit die rechte Seite des Problems. f verkorpert inhaltlich gesehen den unterliegenden Mechanismus.
Manchmal wird die Aufgabe () durch eine Anfangsbedingung x(ty) = a, to € I, a € D (%)
erganzt.

Das Problem (x), (x*) heifit AWA.

Die Differenzialgleichung () bzw. die Anfangswertaufgabe (x), (**) heifit autonom, falls f nicht explizit
von t abhéngt ansonsten nichtautonom.

Bemerkung: Einfache Losungen von Differenzialgleichungen
Jede Nullstelle von f, d.h. jedes u € D mit f(t,u) =0, t € I definiert die konstante Losung x(t) = u, t €
R, denn es gilt:

V)= O (w) = 0= f(t,u) = [(t,2(1)), LR

z(t) = u heift stationédre Losung der Differenzialgleichung.
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7.2 Losungsmethoden fiir skalare Differenzialgleichungen

7.2.1 Separation der Variablen

Vorgelegt sei die allgemeine Aufgabe: 2/(t) = f(t,z(t)), f:IxD =R, IxD={(t,z) |t €I, x € D},
f differenzierbar, mit der Anfangsbedingung x(tg) = xo, to € I, 29 € D
Nun gelte zusétzlich: f(¢,x) = h(t) - g(x)

Ziel: Lose die Anfangswertaufgabe '(t) = h(t) - g(x(t)), x(to) = zo explizit.

Sei G(z) eine Stammfunktion fiir ﬁ , und sei H(t) eine Stammfunktion von h(t).

Sei nun Z(t) eine Losung, so gilt das folgende:

Le@e) e Eww) T = S ) b = k() = ZHE
N—_—— N~ X

= EE®)=h(t)g(z(1)

Also folgt durch Integration: G(z(t)) = H(t) +C
Setze t = to ein und finde dann: G(Z(ty)) = H(to) + C & G(zg) = H(ty) +C & C =
G(xo) — H(to)

Wir erhalten also insgesamt:
G(z(t)) = G(zo) = H(t) — H(to) (%)

z(t) t

/g(lx)dx/h(T)dT

o to

”Separation der Variablen”

(*) ist eine implizite Gleichung fiir die gesuchte Losung Z(t). Liisst sich (x) nach Z(t) auflésen, so haben
wir die Losung bestimmt.

7.2.2 Behandle jetzt unsere Beispiele
Beispiel 1: Kapitalmodell: K'(¢) =1—0-K(t) = f(K(¢)), K(0) =Ky, t>0

Die Variable t taucht explizit gar nicht auf. Also hat f(K) die Produktform mit f = g und h = 1, d.h.
f(K)=g(K)=1I- K und somit

H(t):/ldt:t

G(K):/T})M:/%z—%mu—am
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Wir finden:
G(K( ) —G(Ko) = H(t) - H(t) to=0
—%111(1 _SK(1)) + gm(z 5Ko) = t—0  |-(=d)
In(I —6K(t)) —In({ —0Ky) = —dt
I—-0K(t)\
In <I—55K0) = =4t
11__7(‘5((5) = exp(—dt)
I-0K(t) = (I—056Ky)exp(—dt)
K(t) = (K(] - g) exp(—ét) + §7 t Z 0

Das Ergebnis ist zu priifen durch Einsetzen in die Gleichung (Probe). Dabei kommen mogliche Ein-
schriankungen bzgl. t automatisch an den Tag.

Probe:
I I
K(0) =(Ko—5) 1+5=K
K/(t) = K() — g . exp(—ét)(—(S) = (I — (SK()) exp(—ét)

I—6K(t) =1— (6K —1I)exp(—t) — I = (I — 6Ko)exp(—dt) = K'(t),  t>0

Die Anfangswertaufgabe (AW. "t)=1-0K(), I,6>0, t>0, K(0)= Ky hat die Losung

K(t) = (KO - é) exp(—6t) +

A) K

I

=, t>0

5’

Beispiel 2:

AWA: K'(t) = s-a-L§ - exp(at) - K ()7, t>0
———

=h(t) 9(K (1))

Produktstruktur vorhanden. Separation der Variablen ist prinzipiell anwendbar.
K(t) t

o dr o
Benotige: / e /saLO exp(aAT) dr

Ko 0
K(t) K(t) —
dr a—1 1 [ RO 1 @ e
— = K dk = |—k =—(K(t)* - Kg)
Ko e} K=K e}
Ko Ko
t t T=t
o o ol 1 saLg
saLgy exp(aAT) dr = saLf - | exp(aAT) dr = saLj = exp(aAT) =3 [exp(aAt) — 1]
0 0 7=0
Implizite Gleichung (* ) aufstellen:

1 saL§

(KB — Ko) = 0 -1

Lk - Kg) = U fexp(ar) — 1)
La

Kt - Kg = s“A 0 (exp(at) — 1)
La
K@)* = sa)\ O (exp(ait) — 1) + Kg
Lg g
K(t) = SGTO (exp(at) — 1)+ Kg| , t>0
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Probe:
1
K(0) = (Kg)" = Ko
L1
1 Ly « Lg
K'(t) = S [sa O (exp(ait) — 1) + K{f} 5220 exp(aAt) - aA
11—«
I =
= [sa)\ O (exp(ait) —1) + Kg‘] -exp(aAt) - saL§
-«
saL§ o a
=1 (exp(aAt) — 1) + K - saL§ exp(aAt)
—K(t)
= K(t)'=% - saL§ exp(alt), t>0
1
= K() = [SaLO (exp(aAt) — 1) + K{)"] , t >0 ist Losung der AWA

Bis jetzt wurde ausschliellich mit Separation der Variablen gearbeitet. Nun wird ein weiteres Verfahren
zum Losen von Differenzialgleichungen vorgestellt.

7.2.3 Lineare nichtautonome Differentialgleichungen

Betrachte die AWA: 2/(t) = f(¢,z(t)) = a(t)z(t) + b(t) mit stetigen Funktionen a,b: I — R mit der
Anfangsbedingung x(tg) = xo fiir ein to € I, I C R Intervall.

Bemerkung: Separation der Variablen ist i.a. nicht anwendbar.

Die obige AWA heiit homogen, falls b(t) =0, ¢ € I, d.h. 2/(t) = a(t)x(t), z(to) = zo (xx)
Die Losung von (##) kann man direkt angeben. Sie lautet

t

z(t) = To €xXp fa(T) dr |, t € I, denn
to
to

z(to) = zoexp | [a(r) dr | = zoexp(0) = zo

to
t

/(1) = (zo exp(tf a(T) d’T’))

Kettenregel T exp(/a(T) dr)- /a(T) dr

to to

=x(t) =a(t)

¢
Zum Verstéindnis des letzten Gleichheitszeichen betrachte man F(t) = [ f(7) dr und f stetig.

Nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung ist dann F'(¢) eine differenzierbare Funktion
und es gilt: F'(t) = f(t)

¢
Beachte nun etwas allgemeiner: F(t) = [ f(¢,7) dr, d.h. der Integrand f héngt ebenfalls von ¢ ab.

a

0
Dann gilt: Ist f stetig in 7 und t und existiert —f(t, T), so ist F' differenzierbar mit

ot

F’(t)zf(t,t)—i—/—f(t,T)dT7 tel
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Betrachte jetzt die AWA 2/(t) = a(t)z(t) + b(t), z(to) = xo (% * )
¢
Essel y(t)=exp| [a(r)dr ], tel
to
y(t), t € I lost die AWA 2/(t) = a(t)x(t), x(tg) =1
Man nennt y(¢) auch die Fundamentallosung von ()
¢
Die Losung von (x * %) hat dann die Form z(t) = y(t) - o + [ y(t)y(s) ~'b(s) ds, tel
i
”Variation der Konstoanten”

Dies ist eine explizite Losungsformel fiir AWAs der Form «/(t) = a(t)x(t) + b(t), x(to) = xo
Eine Probe ist folglich nicht notwendig.

Es gilt:
x(to) = y(to) -wo + [ y()y(s)~'b(s) ds = xo
\—/1-/ to
=0
Pt = Yo+ / y(t)y(s)~b(s) ds
=F (1) t
= Y0 OO 0 [ ) ) s
o :b(tt) K =y’ (t)y(s) ~1b(s)=a(t)y(t)y(s)~1b(s)
— ot +5(0) + [ alOy(tlys) b(s) ds
= a(t) [ y(tymo + / y(Dy(s) " b(s)ds | +b(t)
=x(t)
= a(t)z(t) + b(t), tel
Beispiel:

Vorglegt sei a'(t) = —2x(t) + exp(—t), tE€R, z(0) =3
' (t) = —2x(t) + exp(—t) = a(t)z(t) + b(t) mit a(t) = —2, b(t) = exp(—t) to=0, z=3
Losung durch Variation der Konstanten:

¢
Berechne die Fundamentallésung y(t) = exp (f -2 dT) = exp([—27]720) = exp(—2t)
0
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Wende die Losungsformel an:

Bemerkung: Da zur Lésung von AWA der Form /(t) = a(t)z(t) + b(t), t € I, z(to) = xo

y(s)

t PN b(s)
1 N
exp(—2t)- 3 +/exp(72t)m -exp(—s) ds
y(t) o 0 y(t) S——~—
=exp(2s)
=exp(s)

3exp(—2t) + exp(—2t) - jexp(s) ds

3exp(—2t) + exp(—2t) - [exp(s)]:2,

s=
=exp(t)—exp(0)=exp(t)—1

3exp(—2t) + exp(—2t) - (exp(t) — 1)

2 exp(—2t) + exp(—t), tel =R

eine explizite Losungsformel zur Verfiigung steht, ist eine Probe iiberfliissig.
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7.3 Lineare Systeme von Differenzialgleichungen

7.3.1 Beispiel

Beispiel eines Marktmodells: Betrachte ein Marktmodell, in dem der Preis eines Produktes angepasst
wird an den Nachfrage- und Lieferiiberschuss und die Anzahl der Firmen, welche das Produkt herstellen,
je nachdem ob Gewinne oder Verluste erzielt werden.

Sei p(t) der Produktpreis und N(¢) Anzahl der Firmen, die das Produkt herstellen zur Zeit t.
Modellannahmen:

e Die Verinderung des Preises p/(t) ist (proportional zu) ~ ¢ —¢% mit
¢~ = a + bp Nachfrage
L

q" = mN Lieferfunktion
e Es sei ¢ ein fester durchschnittlicher Produktionspreis
e N'(t) ~p—=¢
- N’ (t){ i } 0 genau dann, wenn Produktpreis { i } Produktionspreis
N'(t) ~ p—=¢: Anderung Anzahl der Firmen ist proportional zum Produktpreis.
N'(t) = ~v(p(t) — )
P (t) =« (qN — qL) = a(a+bp(t) —mN(t)) mit Konstanten: o, y,¢,a > 0

Dabei sind «, v Proportionalitidtsfaktoren. Diese regeln die Geschwindigkeit der Anpassung an die Markt-
situation. Kompakt geschrieben lautet dies (als Matrix):

(&)= (o ) G- () 0
=beR?

”zweidimensionales lineares Differentialgleichungssystem”

7.3.2 Allgemeine Problemstruktur

Sei A € RYN und sei b € RN gegeben. Betrachte das lineare Differentialgleichungssystem
2'(t) = Azx(t) + b, d.h.

.73/1 (t) aill ai12 . aiN xl(t) b1
$/2 (t) B any ago N as N Xro (t) n b2
l‘lN(t) anNi anN2 ... QNN $N(t) by

Vergleiche Beispiel: N = 2
x1(t) = N(t), x2(t) =p(t), a1 =0, ai2=r, a =-ma, axp=ab, b =-7¢ b =aa

Dieses System nennt man homogen, wenn der Vektor b der Nullvektor ist (b =0 € RY ), und ansonsten
inhomogen.

Betrachte zunéchst das homogene lineare System:
o' (t) = Az(t), A€ RN, z(t) = (21(t),...,2n(t)), tER

Wiederholung: Zu einer Matrix A € RYY heiit ein Vektor z € CV Eigenvektor zum Eigenwert A € C,
falls  # 0 und Az = Az. A € C ist Eigenwert von A genau dann, wenn p(A) = det(A — AIx) = 0.
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Losung von z'(t) = Az(t) mit dem Exponentialansatz:
Sei x(t) = exp(At)v mit Av = v, v #0, (d.h. X ist Eigenwert und v Eigenvektor von A). Dann gilt:

' (t) = Nexp(At)v = exp(At) v = exp(At) Av
= Aexp(At)v
——
=x(t)
= Az(t), teR

Zu jedem reellen Eigenwert A mit reellem Eigenvektor v erhalten wir damit eine reelle Losung.

Jetzt mit komplexen Zahlen:

Sei nun A = p + iv ein komplexer Eigenwert und v = a + ib, a,b € RN zugehoriger komplexer
Eigenvektor von A.

Dann liefert z(t) = exp(At)v eine komplexe Losung.

Man ist aber normalerweise an reellen Losungen interessiert. Betrachte dazu die Zerlegung von x(t) =
u(t) + tw(t) mit u(t) = Re(z(t)) und w(t) = Im(x(¢)) in Real- und Imaginérteil.

Dann gilt:

() =u' () +iw'(t) = Ax(t) = A(u(t) +iw(t)) = Au(t) + iAw(t)

Vergleich der Real- und Imaginérteile liefert: «'(t) = Au(t), w'(t) = Aw(t), teR

Konsequenz: Findet man eine komplexe Losung x(t) von 2/(t) = Az(t), so sind Re(z(t)) = u(t) und
Im(z(t)) = w(t) jeweils reelle Losungen.

Konkret erhélt man:

Sei A\=pu+iv, v=a-+ib

z(t) = exp(At)v = exp((u + iv)t)(a + ib) = exp(ut) exp(ivt)(a + ib) = exp(ut)(cos(vt) + isin(vt))(a + ib)
= exp(ut)(cos(vt)a + isin(vt)a + i cos(vt)b — sin(vt)b)
= exp(ut)(cos(vt)a — sin(vt)b) +iexp(ut)(sin(vt)a + cos(vt)b)

=Re(z(t))=u(t)ER =Im(z(t))=w(t)ER
Erhalte aus z(¢) die beiden reellen Losungen

u(t) = exp(pt)(cos(vt)a — sin(vt)b), teR, = Re(\)
w(t) = exp(ut)(cos(vt)b + sin(vt)a), t eR, v =1Im(\)

7.3.3 Weitere Eigenschaften von linearen Differenzialgleichungen

Seien jetzt xi(t) € RN, i=1,...,] Losungen von z'(t) = Az(t).

L
Dann ist auch x(t) = a1zt (t) + agz?(t) + ... + yz!(t) = Y. auz(t) eine Losung, denn
i=1
P = on (@O oo (@O + ..+ o (2(1))
—— N—— ——
= Azl (1) =Az2(t) = Azl (1)

= ap-Azt(t) +ag- Az (t) + ...+ oy - Axl(t)
Aozt (t) + aoz®(t) + ... + ayz(t))
= Az(t)

Gilt nun [ = N (A € RM") und sind die Vektoren z'(0),22(0),...,2"(0) € RV linear unabhingig,
d.h. eine Basis des R, so heifit

(+) z(t) = arz(t) + az®(t) + ...+ anz™¥(t), tER, a,...,axy €R

die allgemeine Losung von a'(t) = Az(t), d.h. jede Losung hat diese Form.

95



Differenzialgleichungen 7.3. Lineare Systeme von Differenzialgleichungen 56

Betrachte jetzt die dazugehorige Anfangswertaufgabe: z/(t) = Ax(t), z(0) =cec RN, ARV,

Seien z'(t),...,zN(t) die Basislosungen und z*(0),..., 2™V (0) eine Basis des RY. Dann gilt:

N
c= Z B;x*(0) (Basiseigenschaft)
i=1

N
Dann ist Z(t) = Y B;2'(t) die Losung der Anfangswertaufgabe (z/(t) = Az(t), x(0) = ¢ ), denn es hat
i=1

die Form (+) und Z(0) = g: Bixt(0) = c.

1 -2 0
Beispiel: N =3, 2/(t)=Az(t), z(t) = (z1(t),22(t),23()), A=[2 0 1 | eR33
-4 -2 -1
1-X -2 0 '
Berechnung der Eigenwerte: p(A) = det(A — A\I3) = det 2 = 1 =0

-4 -2 —-1-A

= 0 = (1=XN((=N(=1=X)+2)+2(2(-1—)) +4)
= 1-=XNA+X+2)+2-2(1-))
= (1=-XN)N+A+6) = x=1

—1+v1—-4-6 —1+19v23 1 . /23 23

Ao = = =——*+14/—, o= —

’ ) 2 2 2 4 4
/\273 = —5 ii\/&, 5\3 = )\2, /\1 S R, )\2,)\3 eC

Berechnung der Eigenvektoren v, i =1,2,3: (A — \1)v' =0, i=1,2,3

-1 L[ 1-2va | [ 1+2iva
= o'=|0], v2zﬁ -5 —2i\/a |, 03:62:E 5+ 2i/a
1 12 12

Dabei ist jeweils die 3-te Komponente der Eigenvektoren auf 1 normiert.
1

2
Zugehorige Basislosungen: x!(t) = exp(Ait)v! =exp(t)- [ 0
1

Hat man ein paar konjugierte komplexe Eigenwerte As 3, A2 = A3 mit Eigenvektoren v2,v3, 3 =2

so erhilt man zwei Basislosungen aus \g und v2. Das Paar A3 und v3 braucht nicht analysiert werden, es
liefert keine neuen Basislosungen.

Konstruktion der 3 Basislosungen:
Reeller Eigenwert: {wl(t) =exp(AMt)vl =exp(t) | 0
1

) 22(t) = Re(exp(Aat)v?) = exp(ut)(cos(vt)a — sin(vt)b)
Komplexer Eigenwert:
23(t) = Im(exp(Aat)v?) = exp(ut)(cos(vt)b + sin(vt)a)

mit
. L (t-2va\ (1 NG
~— - 12 12 0
=p
—=a =b
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Somit folgt

1 —2/a
2%(t) = exp(—3t) | cos(vat) - & | =5 | —sin(vat) - 5 [ —2va | |, teR,
12 0
—92./a 1
23(t) = exp(—3t) | cos(vat) - —28/& +sin(yat) - &5 | =5 , teR.
12

Losungsgesamtheit: L = {a:(t) ‘ z(t) = anzt(t) + aga?(t) + azz3(t), tER, aj,az,a3€ R}

1

-1 e | [(-2va
Dies sind alle Losungen, da z'(0) = | o |, 22(0) = —|-5], 23(0) = 1 -2/« linear
1 0

unabhéngig sind.
Losung der Anfangswertaufgabe:

Wihle aus der Losungsgesamtheit L diejenige Losung aus, welche x(0) = ¢ erfiillt, d.h. 2(0) = a;21(0) +
a22?(0) + azz®(0) = c € R3
Als lineares Gleichungssystem geschrieben lautet dies

Qi (z'(0)1 (2*(0)1  (2*(0)) ay 1
(z'(0) 22(0) 2%(0)) - (a2 | = [ (=" (0)2 (2%(0))2 (2*(0))2 | - (2] = (e
as (z'(0)s  (2%(0))s  (2(0))s as c3

In der i-ten Spalte der Matrix des zu l6senden GLS steht z%(0), i=1,...,N
Fiir unser Beispiel mit ¢ = (3, —10, 22) folgt:

*% 112 *é\/a
851 C1 aq 3
(z'(0) 22(0) 2%(0)) - [0z | = | e & 0 —& -iyal-laa|=[-10
Qg C3 as 22
1 1 0

Beachte, da die #¢(0), i=1,...,N linear unabhingig sind, ist obige Matrix invertierbar und die AWA
ist eindeutig losbar. Diese ist mit dem GauB-Verfahren berechenbar.
In unserem Beispiel erhalten wir die Losung a3 = —2, a2 =24, a3=0

Die Losung des Anfangswertproblems lautet:

z(t) = —2a'(t)+242%(t) + 0 23(t)
o | oy
= —2exp(t)- [ 0 | +2exp(—3t) | cos(v/at) | =5 | —sin(yat) | =2y | |, teR.
1 12 0

7.3.4 Losung inhomogener linearer Systeme

Gegeben: A e RNAN — pec RN
Gesucht: z(t) = (z1(t),...,zn(t)) mit 2'(t) = Az(t) +b

Az(t) + b und sei z(t) irgendeine Losung des homogenen Systems

Sei zP(t) eine Losung von z'(t) =
)+ x(t).

a'(t) = Ax(t). Setze T(t) = xP(¢
Dann gilt:
()= (2P(t)) + 2/ (t) = AzP(t) + b+ Ax(t) = A(2P(t) + z(t)) + b= AZ(t) + b, teR

2P (t) nennt man partikulire Losung des inhomogenen Systems.

Bemerkung: Addiert man zu 2P (t) irgendeine Losung des homogenen Systems, so erhélt man wieder eine
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Losung des inhomogenen Systems.

Man erhiilt die allgemeine Losung des inhomogenen Systems, indem man zu einer Losung 2P (t) des in-
homogenen Systems alle Losungen des homogenen Systems hinzuaddiert. Somit folgt

N .
L = {w(t) ’ z(t) = 2P(t) + Y ax'(t), t € R, o € R, i = 1,...7N} mit den Basislésungen
i=1

24(t), i=1,..., N des homogenen Systems.

Ansatz fiir eine partikuldre Losung P (¢):

Ui
Suche eine Losung in der Form 2P (t) = u = . t € R, d.h. als stationére Losung.

un
Einsetzen in die Differenzialgleichung liefert: 0 = Au+b < Au=-b

Ist A € RYY invertierbar, so erhalten wir #P(t) = u = —A~1b als partikulire Losung.

7.3.5 Lineare Differenzialgleichungen héherer Ordnung

Betrachte die Aufgabe:
(%) M) + a1z V() 4. 4’ (t) Fagx(t) =b,  teR

ag, a1, ---,0m—1,b € R seien gegeben.

(*)  heifit homogen, falls b = 0, sonst inhomogen.

a) Homogene Gleichungen (b = 0)

Losungsansatz: x(t) = exp(At), teR
2'(t) = Nexp(Mt),..., allgemein: () () = X exp(\t), i1=1,....,m

20 () 412D () 4. Harx! () Faoz(t) = A exp( M) +am_1 A" L exp(A)+. . .+ar X exp(At)+ag exp(At)

— (A" 4 am A"+ a At ap) exp(At) =0
=:p(N)

= x(t) =exp(At), t€eR liefert eine Losung von (%) mit b =0,
falls p(A\) =ap+a1A+ ...+ ap_ 1 A1+ A™ =0

p(A) heifit charakteristisches Polynom zu (%) mit b = 0

Konsequenz:
e Zu jeder reellen Nullstelle A von p erhalten wir die reelle Basislosung x(¢) = exp(At), t€R

e Zu jeder komplexen Nullstelle A = 1 + v erhalten wir:
z(t) = exp((u+iv)t) = exp(ut) exp(ivt) = exp(ut) (cos(vt) + isin(vt)) = exp(ut) cos(vt)+iexp(ut) sin(vt),
t € R, d.h. zwei reelle Basislosungen
21 (t) = exp(ut) cos(vt)
22(t) = exp(ut) sin(vt), teR

Bemerkung: Mit A = p + i ist auch A\ = g — iv Nullstelle von p. X liefert keine neuen Basislésungen.
Auf diese Weise erhélt man zu einem charakteristischen Polynom p mit m-verschiedenen Nullstellen in C
m Basislosungen x'(t),...,2™(t).

a;z'(t), tER, ai,...,q, €R.

oF

Die allgemeine Losung hat dann die Form z(t) =

i=1

Zur Festlegung der Koeffizienten «;, i = 1,...,m sind Anfangsbedingungen vorzugeben. Genauer gibt
man fiir eine Dgl. m-ter Ordnung z(0) = co, '(0) =c1, 2”(0) =ca, ...,z D (0) = ¢,_1 vor.
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Aus dieser Vorgabe lassen sich die freien Koeffizienten aq, ..., a,, bestimmen.

b) Inhomogene Gleichungen (b # 0)

Gegeben: ™ (t) + @y 12D () + ... + a1z’ (t) + apz(t) =b, t€R, ag,...,am 1,0 ER

Es gilt: Ist &(t) eine beliebige Losung der homogenen Gleichung und ist P (t) eine partikuldre Losung der
inhomogenen Gleichung, so 16st auch x(t) = &(t) + 2P(t), ¢ € R die inhomogene Gleichung.

Ansatz fiir eine partikuldre Losung aP:

Setze eine stationédre Losung an, d.h.
wP(t)=~, teR, (@P)({t)=0, @P)'{t)=0,...,")"™ ) =0
Einsetzen liefert: (27)™) (t) +am_1 (@)™ V(&) +... + a1 (aP) (t) +ao 2P (t) = agy =b

— — ~—— N~~~
=0 -0 -0 =

b
= aP(t) =y = — fiir ap #0 ist eine partikuldre Losung.
ao

Allgemeine Losung L = {x(t) ‘ x(t) =aP(t) + Y aizt(t), o €R, i=1,....m, te ]R}
i=1

Dabei sind 2%(t), i=1,...,m die Basislosungen der homogenen Gleichung.

Beispiel: Betrachte die inhomogene AWA zweiter Ordnung
" (t) — 32/ (t) — 4x(t) = 10, t € R, z(0) =2, 2/(0) =3.

Dazugehorige homogene Gleichung: z”(t) — 32/ (t) — 4x(t) =0
Ansatz: z(t) =exp(At), teR

= AZexp(At) — 3hexp(At) — dexp(At) = (A2 — 3A — 4) exp(At) = 0
N————’
=p(N)

+ 1 +
3 9+ 6:3 ) No— 4 Ay = -1

2 2
Dies liefert die Basislosungen z!(t) = exp(4t), 22(t) = exp(—t).

= /\1,2 =

Losung der inhomogenen Gleichung: Ansatz: x(t) =~

Einsetzen liefert: —4y =10, v =aP(t)= -2

Allgemeine Losung: L = {x(t) ‘ z(t) = arexp(4t) + agexp(—t) — 3, tER, ag,a0 € R}

Bestimmung von ag, s iiber die Anfangsbedingung:

t=0: z(0) = az'(0)+ az?(0)+aP(0) =01 -1+az-1—5=2
2/(0) = ai(x')(0) + az(2?)(0) + x,,(0)
= a1-4-exp(4-0)+ as(—1)exp(—1-0)+0
= 3

Losung: a1 = %, as =3

Die Losung der AWA lautet somit x(t) = 3 exp(4t) + 3exp(—t) — 3, t€R.

Bemerkung: Die Aufgabe z”/(t) — 32/(¢t) — 4x(t) = 10, t € R, x(0) =2, 2/(0) =3 ist gleichwertig zu
folgendem zweidimensionalen System:
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2" (t) = 10+ 32/ (¢) + 4a(t) =
—— =
=y2(t)  y(t)

Setze yy(t) = z(t), y2(t) = «'(t) und finde y;(t) = 2'(t) = ya(t), y5(t)

(o= 3)- (2 + ()

y1(0) = 2(0) =2, y2(0) =2'(0) =3, (yl) (0) = (g)

10 4 3ya (1) + 441 (1)

Y2

Bemerkung: Jede Differenzialgleichung héherer Ordnung lisst sich als ein System 1-ter Ordnung schreiben.

7.3.6 Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

Betrachte die skalare AWA z/(t) = f(t,z(t)), x(to) = xo

Definition:

f:IxD—=R, I, DCR Intervalle geniigt einer lokalen Lipschitzbedingung, wenn es zu jedem
so €1, yo € D eine Umgebung U = U(sp,yo) und ein L = L(sq, yo) gibt mit

[f(s;9) = f(s,9) < Lly — gl fir (s,9),(5,9) €U

"lokale Lipschitzbedingung fiir f bzgl. der 2-ten Variablen”

Lemma:

Ist f: 1 x D — R differenzierbar und ist die Ableitung stetig, so geniigt f eine lokalen
Lipschitzbedingung.

Satz (lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz):
Vorgegeben sei z/(t) = f(t,z(t)), x(to) =20, f:IxD—-R, to€l, z9€ D (% * *)
Geniigt f einer lokalen Lipschitzbedingung, so ist die AWA (x * x) lokal eindeutig 16sbar, d.h.
es gibt £ > 0 und eine eindeutige Losung x :|tg — €,to + e[— D. Gilt iiberdies sogar:

[f(t, )] < ale|+ B, a feR,

so existiert die Losung x(t) von (* * ) fiir alle ¢ € 1.

Bemerkung: Also existiert die Losung von z’(t) = a(t)z(t) + b(t) fiir alle t € R, falls a(¢) und b(t) be-
schrénkte Funktionen sind. Ebenso existieren die Losungen von z'(t) = Az(t) + b fiir alle ¢ € R.
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