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1 Grundlagen stochastischer
Prozesse

1.1 Einfiihrung

1.1.1 Beispiel Teilchenbewegung

Im Folgenden soll die Bewegung eines mikroskopischen Teilchens in einer ruhenden Fliissig-
keit beschrieben werden. Die Bewegung des Teilchens in der Fliissigkeit ist auf die Inter-
aktion mit Fliissigkeitsmolekiilen zuriickzufiihren.

Sei p(t) = m-v(t) der Impuls des Teilchens und v(t) seine Geschwindigkeit zur Zeit t. Die
Position des Teilchens im R3 zur Zeit ¢ sei durch x(t) gegeben.

E.i

()

Abbildung 1.1: Impuls des Teilchens.

Newton’sches Prinzip:

pt) =m-v'(t) =m-2"(t) = F(t),
wobei m die Teilchenmasse ist und F'(¢) die auf das Teilchen wirkende Kraft.
Kraftquellen:
(i) Interaktion mit Fliissigkeitsmolekiilen
(i) Schwerkraft
(iii) Druck, Auftrieb
Die Punkte (ii) und (iii) sind vernachléssigbar.

Annahmen fiir ein Molekiilmodell:

o Fliissigkeitsmolekiile bewegen sich ungeordnet
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e die Geschwindigkeitsverteilung hat den Mittelwert 0
e cin Teilchen erfihrt ca. 108 MolekiilstéBe pro Sekunde

e cin Molekiilsto8 entspricht einer extrem kurzen Krafteinwirkung

Fi(t)
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Abbildung 1.2: Krafteinwirkung fiir die erste Komponente

Der Prognosezeitraum ist z. B. 100 Sekunden, das entspricht ca. 10'° Sté8e im Prognose-

zeitraum. Die Details der Kraftiibertragung sind unklar

1.1.2 Stochastische Modellierung des zeitlich gemittelten

Prozesses

Aus p/(t) = F(t) folgt

t+At
pe+ 80 =plt)+ [ p(s)ds =
t
Ansatz mit N Einzelstoflen in [t,¢ + At] mit t; ==t <ty <

t+AL N ot N N
/ F(s)ds:Z/ F(S)dSIZPi:Nﬂ+Z(P—
¢ i=1 vt i=1 i=1

p(t) + /tt+ t F(s)ds.

<ty <tng1 =1+ At:

wobei p; : ft "1 F(s)ds und p der mittlere Impulsbeitrag ist.

Annahmen und Konsequenzen:
e N ~ At, solange At hinreichend grof ist (z. B. At = 1072), d.h. N = - At.
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Abbildung 1.3: Beispiel mit N = 7 Einzelstoflen in [¢, ¢ + At].

tl\Tt /Ilfg 2 h\/f x@-\/‘xf t?f':t—l— At

e p; — i1 ist eine unabhéingige, identisch verteilte Zufallsvariable (ZV) mit
Epi—p)=0 und V(p;—p)=al <
fir i =1,2, ...

o Fiir die ZV Sy == = SN (i — ) gilt:

E(Sx) = \/olg_NZE(pi — ) =0,
Viss) = () LV =Y ak— L

e Fiir N — oo gilt nach dem zentralen Grenzwertsatz

Sy % ¢ in Verteilung und &~ N(0,1I3)

N N
1

S (pi — 1) = VaN - Sy ~ Val - € = \JarAt - ¢,

\/OK_Nil(p M) « N « 5 ary f

mit N = yAt und der standardnormalverteilten ZV &.

e Der mittlere Impulsbeitrag p entsteht bei Bewegung des Teilchens. Der Impuls ist
entgegengesetzt zu v(t) gerichtet, d. h. es gilt fiir ein 5 > 0

1= —pu(t).
Also folgt: Nu = —yAtpu(t).
Resultierende Impulsevolution:
Mo, 11 = muy, + (—Byv, At) + \/oz_v\/Eﬁn, (1.1)
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wobei v, die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢, := nAt ist und &, &, . . ., &, unabhéngige,
identisch N(0, I3)-verteilte ZV sind.

Beachte dabei, dass (v, )nen deshalb ein zeitdiskreter stochastischer Prozess ist.

1.1.3 Stochastische Prozesse

1.1 Definition (Stochastischer Prozess)

a) Ein stochastischer Prozess ist eine Familie (X;),.; von R*-wertigen Zufallsvariablen
X, : Q — R? auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P). Fiir I = N spricht man
von einem zeitdiskreten, fiir I = |a,b] von einem zeitkontinuierlichen Prozess.

b) Die Abbildung t — X;(w) fir w € S fest heifit Pfad des Prozesses (X;)

tel”

Spezialfall: Teilchenmasse m klein im Vergleich zu SvAt und ayAt. Setze m = 0 in
(1.1) und erhalte

0 = —Byv, At + JayV AL,

d.h. es gilt
Atw, = —Vﬁo‘”\/mgn — VAL, (1.2)
Y
mit ¢ := \%7

Auf dem Ortslevel x finden wir mit (1.2)
Tpt1 = Tp + Atv, = 2, + VAL, n=0,1,2,... (1.3)
Ty — 0.

Induktion liefert dann
n—1
Ty = cVAthk = cb,, (1.4)
k=0

mit b, := VAt Zz;é & fiir n > 1. Ferner setzen wir by := 0.

Da die & N(0, I3)-verteilt sind, gilt VAt& ~ N (0, Atl3). Damit erhalten wir fiir den
Prozess (by)nen

e by =0,

o fiir m > n gilt: b, — b, = VAL 7 & ~ N(0, At(m — n) ).
Die Folge (b, )nen entspricht einer zeitdiskreten, dreidimensionalen Brownschen Bewegung.
1.2 Definition (Brownsche Bewegung)

a) FEine eindimensionale Brownsche Bewegung ist ein reellwertiger stochastischer Pro-
zess (Wi),so auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (S0, F, P) mit folgenden Eigen-
schaften:

(i) Wo =0 P-fast sicher,
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(1) (W) hat stetige Pfade t — Wi(w),
(iii) fiirt > s> 0 gilt (Wy — W) ~ N(0,t — s),

(i) (Wi)>o hat unabhingige Zuwdichse, d.h. fir beliebige 0 < to < t; < ... <,
sind

Wy — Wiy Woy =Woy, oo, Wy, =Wy,
unabhdngige ZV.

b) Als d-dimensionale Brownsche Bewegung bezeichnen wir einen Ré-wertigen Pro-
zess (Wy)mo = (Wi, ..., W),.,, dessen Komponenten (W), fir i = 1,...,d
unabhdngige eindimensionale Brownsche Bewegungen sind.

Fiir unser Beispiel folgt mit (1.4)
Tp=cW;,, neN.

Dabei sollte At hinreichend grof§ sein und (W;),-, eine dreidimenionale Brownsche Bewe-
gung sein.

Simulation mit Matlab:

% Zweidimensionale Brownsche Bewegung

N = 1000;

dt = 1/N;

figure(1);
= [0;0];

dW = randn(2,N)*sqrt(dt);

for i = 1:N
W=W+dw(:,i);
plot (W(1),W(2),’b.");
axis([-3 3 -3 31);
drawnow;

end

1.1.4 Verallgemeinerung unseres Beispiels
GeméB (1.2) und (1.3) gilt

Tn41 = T + £\/_§n

Sei nun die Impulsvarianz « der Stéfe von der Temperatur und damit vom Ort abhéngig,
d.h. a@ = a(x). Damit ergibt sich fiir das Orts- und Geschwindigkeitslevel

Tng1 = Tp + Atvy, (1.5)

Y a(r,)
MAL_BJVJE% (1.6)

Gleichung (1.5) wird fiir At — 0 immer genauer, wihrend Gleichung (1.6) verlangt, dass
At nicht zu klein ist, damit die Anzahl der Stofe in jedem At-Intervall in etwa gleich und
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hinreichend grof§ ist.

Trick: Betrachte nun den Grenziibergang At — 0 auf hinreichend langen Zeitintervallen
(zentraler Grenzwertsatz muss giiltig sein). Mit

c(xy) = M und
BV
th+1 - th =V Atfn
folgt
Tpt+1 = Tn + C(In) (th+1 - th) , nN= 07 17 27 o (17)

ZEOZO.

1.3 Bemerkung
Die Differenzengleichung (1.7) fiir x,, kann nicht in eine Differentialgleichung fir einen
Grenzprozess X; umgewandelt werden! Betrachte hierzu

xTL—‘—l - 'rn _ (x )th+1 - th
tn+1 - tn " thrl - tn .

Dann folgt

Wt”“ —- W, — Vthﬂ - Wi, . 1
V < tn+1 - tn > N V ( At - At2v (th+1 th)

1

1
= E(tn_i_l — tn)Ig = —13 — 00 fUT t — 0.

At

Da eine Umwandlung in eine Differentialgleichung nicht méglich ist, wird die Differenzen-
gleichung (1.7) in eine Integralgleichung umgewandelt:

N-1 N-1
TN — To = Z(wnﬂ —x,) = c(x,) AWy,
n=0 n=0

mit AW, = W, ., — W, . Setze nun t := ty, bilde formal den Grenzwert At — 0,
N - At =t und ,finde“

i

t

c(xn) AW, 22 / o(X,)dW.
0

Il
=)

n

Den Ausdruck auf der rechten Seite nennen wir ,stochastisches Integral®. Wir erhalten
also formal die Gleichheit

t
X, = Xo 4+ / o(X,)dIV,, (1.8)
0

falls X; eindeutig bestimmt ist. (1.8) ist eine Integralgleichung fiir den Grenzprozess X;.
Da der Integrator selbst ein stochastischer Prozess ist, miissen wir diesem sogenannten
,stochastischen Integral® einen Sinn geben.
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1.2 Stochastisches Integral (It6-Integral) und
It6-Prozesse

1.2.1 Beispiel

Wir betrachten wieder unser Beispiel aus dem letzten Kapitel:

Tpi1 = Ty + c(z,) AW, (n € N),

.Z'OZO.

Dies ist aquivalent zu

i

c(x,) AW, (N € N). (1.9)

8
=
I

3
I
o

Beobachtung:
e 1z, hangt von AW;, ab, i =0,...,n—1,
e der Zuwachs AW, ist unabhéngig von x,,.

Betrachte nun die Summe in (1.9) als Integral einer zeitlichen Treppenfunktion. Sei 0 =
o <t; <...<ty,und sei

ft<w) = C($n(w)>ﬂ[tnatn+1[<t) + C(xN<w))]I{tN}7

mit der Indikatorfunktion

Ly(t) = 1, firte M,
M o 0, sonst.

Damit gilt beziiglich Integration nach der Zeit
tn - N-1
/ fods = Z c(xn)(tnyr — tn) Z c(xy)At, mit At, =t, 1 — t,.
0 n=0

Im Folgenden soll jetzt dem Ausdruck ff f:dW; ein Sinn gegeben werden.

1.2.2 Technische Voraussetzungen dazu

e Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

o (to,t1,...,ty) sei eine Zerlegung von [a,b] mit a =ty <t; < ... <ty =b.

o (W);5 sei eine Brownsche Bewegung, wobei W; Ai-messbar ist mit einer Familie
(A)>o von Unter-o-Algebren von F mit A, C A, falls s < t ((A),, ist eine
sogenannte Filtration von F). Ferner enthalte Ay alle F-Nullmengen und W; — W
sei von A, unabhéngig, falls s < t.

® ¢, ... ey seien ZV, wobei e; A; -messbar sei, j =0,...,N.
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Sei f eine Treppenfunktion mit zufélligen Sprunghohen, d. h.

ft(w) = ' ej(w)]l[tj,tjﬂ[(t) + eN(w)]I{tN}(t), (1.10)

=

Il
o

In Abbildung ?? ist eine Treppenfunktion fiir N = 5 dargestellt mit vorgegebenen Sprung-
stellen ¢; (1 =0,...,5). Hierbei ist z. B. die Sprunghthe es(w) — e;(w) zufillig.

Abbildung 1.4: Beispiel einer Treppenfunktion fiir N = 5.

Fiir eine Treppenfunktion wie in (1.10) setzen wir

b N-1 N-1
/ ftth = Z 6]‘ (mj+1 — Wtj) == Z ejAWtj7 (111)

mit AWtj = (Wt - Wtj)-

Jj+1

1.2.3 Eigenschaften des Ito-Integrals

Das folgende Lemma zeigt zwei zentrale Eigenschaften des Ito-Integrals von Treppenfunk-
tionen fiir eine Fortsetzung auf allgemeine Prozesse.

1.4 Lemma
Sei f eine Treppenfunktion der Form (1.10) mit e; € L*(Q), j = 0,..., N. Dann gelten
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folgende Gleichheiten:

(/ ftth) =0 (,Erwartungswert®),

(</ ftth) ) _/a (f7)dt (,Varianz (Ité-Isometrie)*).

Beweis. Sei fi(w) := Z;VZ_OI e ()i, 1,011() + en(w)lpyy(t) mit e; € L*(Q) fir j =
0,...,N, wobei L*(Q) = {f : Q@ — R, f messbar, f? integrierbar}.

Zui):

-1

( / ftth) = (Z::ejAWtj> =Y E(e;)E(AW,,) =0,

5=0
da e; und AW,, unabhingig sind und E(AW,,) = 0.
Zu ii): Es gilt fiir Treppenfunktionen

b 2 N-1
(/ ftth) = Z eiejAWtiAWt Z €, AWt + 2 Z eze]AWt AWt

i.j=0 i<j

Nun sind e; und AWj, unabhéngig, und damit auch e} und AW?. Also folgt
E(e;AW}) = E(e])E(AW,).

Da €; € L2(Q) gllt E( ) < oo. Mit E(AW2) (AWt1)2+V(AWtz) = 0+tl+1—tz = Atz
folgt

E(e;AW}) = At;E(€}) < . (1.12)

Nach der Holderschen Ungleichung folgt mit e; € L*(Q) auBerdem e;e; AW, € L'(2) und
somit gilt

E(eiejAWtiAWtj) = E(eiejAWti) E(AWt> =0.

Damit erhalten wir

(( / ftth) ) = (Nzl eiejAWtiAWtj> =F (Nzl e?(AWti)Q)

i,j= i=0
N-1 L12) N-1
= Z F (ef(AWtz)z) AtzE Z At E ft |[t1 t1+1[)
i=0 i=0
b
- [ Bt
da f; eine Treppenfunktion ist. O
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1.2.4 Prinzipielles weiteres Vorgehen

Ist (f™),en eine Folge von Treppenfunktionen mit

f™ = f in L*([a,b] x Q),

so ist < fab f; n)th> eine Cauchy-Folge in L?(Q), d.h. es gibt einen Grenzwert dieser
neN
Folge in L*(Q), der mit fab f:dW; bezeichnet wird (Ito-Integral).

Des Weiteren soll das Ito-Integral auf pfadweise L?-Prozesse iibertragen werden.

1.5 Definition
Sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, p € [1, 00 und [a,b] C R ein Intervall. Weiter
sei LP ([a,b]) die Menge aller messbaren Funktionen f : [a,b] x  — R mit

. ff |fIP(t,w)dt < oo P-fast sicher,
o fi:= f(t,-) ist A;-messbar fir a <t <b.

Fiir f € L?([a,b]) setzen wir
b b
/ fdW, = P-lim [ f™dw,
a n—oo a
wobet (f(”))neN eine Folge von Treppenfunktionen ist mit

b
P- lim/ £ — f2dt = 0.
n—oo a

In der letzten Definition taucht der Begriff der stochastischen Konvergenz auf, dazu fol-
gende

1.6 Definition (Stochastische Konvergenz)
Fiir eine Folge von ZV (X, )nen und eine ZV X definiert man

P-lim X, =X <= Ve>0: lim P(|X,—X|>¢)=0.
n—o0

n—o0

Ausgeschrieben ist dies dquivalent zu

Ve>0: lim P{w e Q:|X,(w) — X(w)| > }) =0.

n—o0

1.2.5 Rechenregeln fiir stochastische Integrale
Wir notieren einige Rechenregeln fiir stochastische Integrale:

e Linearitit: Fiir f,g € L2([a,b]), o, € R gilt
b b b
/ afi+ BgrdW; = Oé/ JidW,; + 5/ gedW.

e Fiir I C [a, b] messbar setzen wir

/l FdW, = / L) fdit,

10
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e Teleskopsumme:

b
/ AWy =Wy, — W,.

o Frwartungswert:

E (/abftth) = 0.

e Varianz (It6-Isometrie):

E ((/abftthf) :/abE( 7) dt.

1.7 Bemerkung
Diese Eigenschaften folgen aus den entsprechenden Eigenschaften der Treppenfunktionen
und der Konvergenz von

b b
/f/‘)th%/ fdW, in L*(9).

1.2.6 Ito-Prozesse

1.8 Definition
Ein Ito-Prozess (Xi)a<t<p St €in stetiger Ai-adaptierter Prozess, der fir a <t < b eine
Darstellung der Form

t t
X, =X, —i—/ f7d7'+/ g-dW_. P-fast sicher
besitzt mit f € LY ([a,b]) und g € L2([a,b]).

1.9 Bemerkung

a) Wegen Wy = W, + fj dW. ist die Brownsche Bewegung ein Ito-Prozess mit f = 0
und g = 1.

b) Mit ljg ) = Ljaq + Ljsq folgt fiira < s <t

S S t t
Xt:Xa—l—/ deT+/ gTdWT—l—/ deT—l-/ g-dW .,

~~

=X5

d.h. es qilt

t t
Xt—st/ deT+/ g dW.. (1.13)

11



1.2 Stochastisches Integral (It6-Integral) und It6-Prozesse

Gleichung (1.13) besagt, dass der Zuwachs X; — X selbst ein [t6-Prozess ist. Wir schreiben
in diesem Fall

Konsequenz:
t t t
/dXT—/ deT—l-/ g-dW.,.

Abkiirzende Schreibweise:

Die Gleichung (1.14) wird zur Differentialgleichung (DGL), wenn f oder g von X abhéngen,
d.h. fi = A(t, X}) oder g, = B(t, X;). Man erhélt damit die ,,stochastische DGL* (SDGL)

Bezeichnung;:
A(t, X;)dt heifit , Drift-Term* und B(t, X;)dW; ,Diffusionsterm*.

1.10 Definition
Seien A, B € C([0,T]xR). Ein stetiger Ai-adaptierter Prozess (X;)o<i<r erfillt die SDGL
(1.15) mit Anfangswert Xy, falls fir 0 <t <T

t t
X, =X, +/ A(s, Xs)ds + / B(s, X5)dWs P-fast sicher.
0 0

1.11 Bemerkung
A, B € C([0,T] x R) und (X;)o<i<r Ito-Prozess impliziert

1.12 Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz (ohne Beweis))
Es gelte

(i) 4B eO(0.7] xR),
(ii) |A(t,x)| < K(1+ |z|) und |B(t,x)] < K(1+ |z|) firz € R (,lineares Wachstum*),

(i11) |A(t,x) — A(t,y)| < Llx —y| und |B(t,z) — B(t,y)| < Lz —y| gleichmdfig in [0, T]
fir x,y € R (,Lipschitz-Bedingung“).

Ist dann E(X?) < oo, so besitzt die SDGL
dXt - A(t, Xt)dt + B(t, Xt)th

eine eindeutige Losung (Xi)o<i<r auf [0,T] mit Anfangswert Xo.

1.13 Bemerkung
Die Bedingung (ii) aus obigem Satz ist einschrinkend, es gibt aber auch allgemeinere
Versionen von diesem Satz.
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1.2 Stochastisches Integral (It6-Integral) und It6-Prozesse

1.2.7 Das Lemma von Ito

1.14 Satz (It6’s Lemma (ohne Beweis))
Seien f € LL([a,0]),g9 € L:([a,b]) und X; ein Ito-Prozess mit dX; = fidt + g dW;. Ist
F e C%*([a,b] x R) und Fy := F(t,X;), so gilt die sogenannte It6-Formel:

oF oF 10°F oF
7(0,%) = (G050 + Sl X0f+ 5550 X6 ) e+ 5 X,
_oF oF 10°F
=5 —(t, Xy)dt + —— e (t, X¢)dX; + el ——(t, X;)gidt.

1.15 Bemerkung
Die Ito-Formel entspricht der Kettenregel aus der Differentialrechnung. Falls f, g und w

glatt sind, dann gilt
t t
/ gdw :/ grw'(r)dr.

t t
X;=Xo+ | frdr+ / g-w'(r)dr  bzw. in Differentialform
0 0

Damit gilt fiir den Prozess X,

dXt - ftdt + g{LU;dt,

und wir erhalten

d 8F 8F
oF oF
dF, = Edt + a—XdXt.

Es gibt also einen Zusatzterm ;gxb; gZdt in der Ito-Formel. Dieser entsteht, weil Wy nicht

glatt 1st. Die Brownsche Bewegung ist so ,zappelig”, dass der Zusatzterm nicht ver-
nachlissigbar ist.

1.16 Korollar (Produktregel)
Seien X, und Y, zwei Ito-Prozesse mit

dX, = fXdt + gXdw,,
dY; = [ dt + g, dW.

Dann gilt

Bewess.
d(X,-Y;) =d <4 (AXY, + X} - X7 +Y7 - Y?))

(% +Y20?) = (1%~ 1))

A

13



1.3 Modellierung von Prozessen mit Rauschen

Wende nun It6’s Lemma an mit Z; := X;+Y;, Fi(t, Z) := Z? und W, := X;—Y;, 5 (t, W) :=
W?2. Damit folgt dann

1 1
d(X;-Yi) = 7 |2(X, + Y)d(X, + V) + 2 S(g7 + gy )dt — 2(X, — Y)d(X, — Y))
1 2

1
—2-5(9" - gtY)Zdt]
1
=1 [2X,dY; + 2Yd X, + 2g;" g, dt + 2X,dY; + 2Y,d X, + 2g;" g) dt]
= X, dY; + YydX, + g gY dt.

1.3 Modellierung von Prozessen mit Rauschen

1.3.1 Additives Rauschen

Ein Beispiel fiir additives Rauschen ist unser Startbeispiel, d. h. die Bewegung eines (mas-
selosen) Mikroteilchens in einer Fliissigkeit. Die dazugehorige SDGL lautet

dXt = ClXtdt + b(t)th,

1.16

bzw. in Integralform

t t
X, —Xo= / aX.ds + / b(r)dW,.
0 0

Der Term b(t)dW; wird als additives Rauschen bezeichnet.

1.17 Lemma
Die Losung der Anfangswertaufgabe (1.16) lautet

X; = exp(at) X + exp(at)/o exp(—as)b(s)dWs.

Bewets. Definiere die [to-Prozesse

t t
Y; :=exp(at) =1 +/0 aexp(as)ds +/0 0 dWs,

Y

s

t

t t
7 = / exp(—as)b(s)dW, = 0 + / Ods + [ exp(—as)b(s) AW
0 0 0 —————

=97
und finde

Xt = XK —l—Kth

14



1.3 Modellierung von Prozessen mit Rauschen

Bildet man nun das totale Differential unter Benutzung von Korollar 1.16 und dX = 0,
so folgt
dX, = d (XY,) +d(Y,2,) = XdY, + Y,dZ, + dY,Z, + g, g dt
= X(aY;dt) + Yy (exp(—at)b(t)dW;) + aYydt Z; + 0
= (XaY; + aY; Z;)dt + Y; exp(—at)b(t)dW;
= aXdt + exp(at) exp(—at)b(t)dW; = aXdt + b(t)dW,.

Ferner gilt X=X Y, +Y; Z, = X. O
=1 =0

1.3.2 Multiplikatives Rauschen

Im Gegensatz zum additiven Rauschen nimmt die Volatilitdt des stochastischen Terms
mit der Grofle der Variable X; zu bzw. ab. In der Finanzékonomie verwendet man mul-

tiplikatives Rauschen oft um Aktienkurse zu modellieren. Die SDGL lautet in diesem
Fall

dXt = (a{t + ,UJtXt)dt _'_ </Bt + UtXt)th7

1.17
Xo=X. ( )

Unterteile (1.17) in einen homogenen und einen inhomogenen Teil:

dX; = puXydt + 0, Xy dW, + ondt + BdWi,

homogener Teil inhomogener Teil

XOIX.

Wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen finden wir auch hier die Losung mittels
Variation der Konstanten.

1.18 Lemma

Die Losung der Anfangswertaufgabe (1.17) lautet
Xy = ¢ Hy,

wobei

_ t1 tq
c :X+/ —(as—ﬁsas)ds+/ — B dW,
' o Hs o Hs

t 1 t
H; = exp (/ (us - 503) ds +/ adeS) .
0 0

Beweis. (i) Lose die homogene Gleichung

dHt == ,uthdt + O'thth, (118)

HO - 1
Dabei ist (1.18) ein Ito-Prozess mit f¥ := u,H; und ¢! := o,H;. Wende nun die

Ito-Formel an auf F(t, H;) := In H; mit ;- F = % sowie BB—;F = — 7 und finde
1 1(=1) |, g ,, 18 1 ol H}
=(o¢Hy)?
o2
= (ut — ?t) dt + O'tth.
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1.3 Modellierung von Prozessen mit Rauschen

Dies bedeutet

t 1 t
In(H;) = In(Hy) +/ (,us — 50’?) ds +/ o, dW,, d.h.
0 0
t 1 t
H, = Hy, -exp </0 (,us - 503) ds +/O ades>
=1
t t
= exp </ (us — 1(7?) ds +/ adeS) .
0 2 0

(Gleichung (1.19) impliziert H; > 0, falls Hy > 0. Man beachte, dass dies eine
notwendige Bedingung ist fiir einen Aktienpreis.)

(1.19)

(ii) Losung der inhomogenen Gleichung: Mache dazu den Ansatz

H,
Wihle nun ¢; geeignet, d. h. so, dass X; Gleichung (1.17) 16st. Fiir ¢, = %’: folgt mit
der Produktregel

X
Xt = Cth, d h. Ct — ¢

1 1 1

(1.20)
Mit G(t, Z) := %’ %G - _%7 38_222G = % folgt mit der Ito-Formel
1 1 12 o, 01 1 -
() = =g gl et s+ et i
2
Hi o o
= — o dt ——= dW, + —-dt.
Ht Ht t+ Ht
——
o

Setze jetzt die letzte Gleichung in (1.20) ein und erhalte

1
dCt = —(Oét + MtXt)dt + ﬁ(ﬁt + JtXt)th + Xt <—
t t

+ (B + UtXO(—%)dt

Sy

2
Mt % Ot
Ztae + Ztar — ZLaw,
H, + H, H, t)

:gtH

1
= E(Oét — ﬁtO't)dt + Eﬁtth

Somit finden wir mit ¢y = X sofort

_ b1 b1
c :X+/ — (g — B0 ds+/ — B dW.
' a ) o H,

16



1.3 Modellierung von Prozessen mit Rauschen

1.3.3 Modellierung in der Finanzékonomie

Als Beispiel betrachten wir nun die Modellierung risikobehafteter Papiere in der Fi-
nanzokonomie. Fiir den Wert risikiofreier Papiere setzt man an
AB(t)
B(t)

= rAt,

wobei

AB%(;) der relative Wertzuwachs im Intervall [t,¢ + At] ist, d.h. AB(t) = B(t +

At) — B(t). r ist die Zinsrate bei kontinuierlicher Verzinsung. Bildet man den Grenzwert
At — 0, so erhilt man
dB(t) = rB(t)dt.

Modelliere nun ein risikobehaftetes Papier als Uberlagerung eines risikolosen Papiers mit
zufilligem relativen Wertzuwachs

—) = puAt + cAW;.

Der Grenzwert At — 0 liefert

dS(t) = uS(t)dt + o S(t)dWy,
Sp=S.

Dies entspricht der SDGL (1.17) mit oy = 0,4 = p, 8 = 0,0, = 0. Die Losung lautet
hier also nach Lemma 1.18

t t
S(t):S'-eXp(/ (u—102> ds—i—/adWS)

0 2 0

:Sexp((u—%az)t—i—awt),

denn fot (u — %02) ds = (u — %(72) t und fot odWs = a(W, — Wy) = aW,.

1.19 Bemerkung
Bei komplizierteren Modellen konnen p und o zeit- und auch preisabhingig sein.

1.3.4 Ausgangspunkt fiir die Numerik

Typische Aufgabenstellungen: Berechnung von Erwartungswerten von Prozessen, welche
durch eine SDGL gesteuert werden.

Sei (Xy)o<t<r ein Ito-Prozess, so gilt fiir 0 <¢ < 7T

Plo(X)) = [ o(X(t.))dP(w)
Héufig ist (X;)o<t<r durch eine skalare oder vektorwertige SDGL gegeben, z. B.

X, = alt, X))t + b(t, X)W, (121

17



1.3 Modellierung von Prozessen mit Rauschen

Im Allgemeinen ist a(t, X;) € R? und b(¢, X;) € R>™ und W, ist eine m-dimensionale

Brownsche Bewegung. Gleichung (1.21) ist eine Abkiirzung fiir
m t

(X)) = Xi + /t ai(s, X )ds + Y | bii(s, X,)(dW,);,

fire=1,...,d.

Beispiele:

e Innere Spannung eines Polymermolekiils in einer Fliissigkeit

e Optionspreisberechnung

A

V(T,S) = (S — K)*

K

Abbildung 1.5: Européischer Call (t = T).

1.3.5 Optionspreisberechnung

Eine Option ist das Recht auf Kauf (Call-Option) bzw. Verkauf (Put-Option) eines Ba-
siswertes (Waren, Aktien etc.) zur Verfallszeit T' (européisch) bzw. bis zur Verfallszeit T'

(amerikanisch) zu einem bestimmten Preis (Ausiibungspreis).
Der Optionspreis ist der Wert, dieses Recht wahrnehmen zu diirfen.

Notationen:

18



1.3 Modellierung von Prozessen mit Rauschen

Kurs des Basiswertes zur Zeit ¢: S(t)

Wert der Option zur Zeit ¢: V (¢, S(t))

Ausiibungspreis: K
e Wert einer Call-Option in ¢t =T: V(T,5) = max {0,S — K} =: (S — K)*
e Wert einer Put-Option in ¢t =7: V(T,S) =max {0, K — S} = (K — 5)"

Idee der Call-Option:
Man erhélt den Basiswert zum Preis K und verkauft sofort zum Preis S, wenn S > K.
Der Gewinn (Wert der Option) ist in diesem Fall (S — K)*.

V(T,S) = (K — S)*

K S

Abbildung 1.6: Européischer Put (t =1T).

Barrier-Option (Down and Out Call):

Dies ist eine Option, die wertlos (oder wertvoll) wird, wenn der Kurs des Basiswertes eine
vorher festgelegte Schranke B vor dem Verfallstag {iber- bzw. unterschreitet.

Die zugehorige Auszahlungsfunktion (Call) lautet

(S(T) — K)*, falls min{S(t):0<t<T} > B,

0, sonst.

V(7. Slo) — {
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1.3 Modellierung von Prozessen mit Rauschen

Gesucht ist nun der Wert der Option zum Verkaufszeitpunkt V' (0, 5(0)), wobei die Grofle
S(0) bekannt ist.

Zur Berechnung von Optionspreisen fithren wir ein einfaches Marktmodell ein mit folgen-
den Annahmen:

e risikoloser Zinssatz r(t) > 0 fiir Geldanlagen und Kredite
e der Basiswert entwickle sich geméf

d?(t) = u(t)S(t)dt + o (t)S(t)dW;,

5(0) = 0 (1.22)

e kontinuierlicher Handel ohne Transaktionskosten

Damit ldsst sich fiir eine européische Option zeigen:

V(0,50) = E (exp < /0 ' —r(s)ds) V(T S(T))> ,

wobei S die SDGL (1.22) 16st. Fiir konstantes 7 erhalten wir
V(0,5) = exp (—=rT) E(V(T,5(T))) .

Man sagt: ,,Der Optionspreis zur Zeit ¢t = 0 ist gegeben durch den abdiskontierten Erwar-
tungswert des Optionspreises zur Zeit ¢t = T.

1.3.6 Monte-Carlo-Simulation
Vorgelegt sei die SDGL

dSt = ,uStdt + O'Stth, S() > 0.

Gesucht ist der Prozess (S)o<i<7-

Naheliegende Diskretisierung;:

e Ersetze [0,7] durch das Gitter {to,...,tn}, t; = jAt, At=L, j=0,...,N,

|
I I
T‘:{} — U tl f;z t-; AP t;\" — J\?jf

Abbildung 1.7: Numerisches Gitter {fg...., tn}.

e Ersetze den kontinuierlichen Prozess S : [0, 7] x 2 — R durch den diskreten Prozess
Si{to,...,t]\[} x  — R.

20



1.4 Pseudozufallszahlen

e Ersetze die SDGL fiir S durch die stochastische Differenzengleichung

~

S(tng1) — S(ty) = uS(ty) At + o S(t,) AW,

wobei AW, = W(t,y1) — W(t,) und AW, unabhingige, N (0, At)-verteilte ZV
sind.

Diese Ersetzungen fithren auf den ,,Euler-Maruyama-Algorithmus*

A

S(tps1) = S(tn) + pAtS(t,) + 0S(t,)E(t,), n=0,...N —1,

Dabei sind die £(t,) i.i.d. und A(0, At)-verteilt. Dieser Algorithmus ist eine Iteration
von ZV!

Zur Berechnung eines approximativen Pfades S (tj,w),7 =0,...N,w e Q durch
S(tpi1,w) = S(tn, w) + pALS (b, w) + 05 (ty, w)E(tn,w), n=0,...N —1,
S(0,w) = Sp(w)
bendtigt man also die Zahlen é(ti,w),i =0,...,N—1.
Fragen:
e Wie erhélt man diese Zahlen?
e Wie gut ist der Euler-Maruyama-Algorithmus?

e Gibt es andere Verfahren zur approximativen Losung einer SDGL?

1.4 Pseudozufallszahlen

1.4.1 Einfiihrung

Sei X : Q — R? eine vektorwertige ZV auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) und
sei (X;)ien eine Folge unabhéngiger, identisch wie X verteilter ZV. Fiir jedes w € 2 heifit
dann (X;(w))sen eine Folge von Zufallszahlen (d = 1) bzw. eine Folge von Zufallsvektoren
(d>1).

Deterministisch, d. h. durch einen Algorithmus berechenbare Folgen (Y;);en, die sich néhe-
rungsweise wie Zufallszahlen bzw. Zufallsvektoren verhalten, heiflen Pseudozufallszahlen
bzw. Pseudozufallsvektoren.

1.4.2 Beispiel: Monte-Carlo-Integration
Sei X : Q — R? eine vektorwertige ZV und sei g : R? — R messbar. Dann gilt
Blo(X) = [ o(x)dP = [ )i
Rd

Dabei gilt das zweite Gleichheitszeichen, falls X die Dichte f beziiglich des Lebesgue-
Mafles besitzt.
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1.4 Pseudozufallszahlen

Wir nehmen nun an, zur Verfiigung stehen vektorwertige ZV X, Xo, ..., Xy, welche un-
abhéngig und identisch wie X verteilt sind. Betrachtet man den Mittelwert

SN = %;Q(Xi),
so gilt:
B(Sw) = S B(X0) = 1+ 32 B(g(X) = B(g(X))

Das zweite Gleichheitszeichen gilt, da g messbar ist und die X; die gleiche Verteilung
haben wie X. Unter den Annahmen V(g(X)) < oo, X;, ¢ = 1,..., N unabhingig gilt
iiberdies

V(Sy) =V (% ng)) D5 STVX) = 37 S V(X)) = V(X))

wobei (k) gilt, da die g(X;) unabhéngig sind (da X; unabhéngig und g messbar). Das
darauf folgende Gleichheitszeichen gilt wiederum wegen der identischen Verteilung von
X; wie X und der Messbarkeit von g. Damit folgt

V(Sy) = %wg(){)) 5 0 fiir N — oo,

Sy variiert also immer weniger um E(Sy) = E(g(X)) fir N — oo.

Das starke Gesetz der groflen Zahlen liefert

lim Sy = E(g(X)) P-fast sicher,

N—oo

d. h. fiir fast jedes w € Q gilt

lim Sy(w) = E(g(X)).

N—oo

Fiir ,,gute” Pseudozufallsvektoren Y7, Ys, ..., Yy gilt also fiir grofle N

¥ 200~ Ble(x)) = | a(w)fwyo (1.93)

Die Y7, Ys, ... iibernehmen also die Rolle von X (w), Xa(w), ... Gleichung (1.23) liefert die
Idee der Monte-Carlo-Integration; diese ist besonders interessant fiir d grof.

Wichtiger Spezialfall:
Sei d = 1 und seien die Pseudozufallszahlen Y7,Y5,... € R verteilt wie die ZV X. Fiir
g(v) =Tz (v) (2 € R fest) folgt

N N

1 1 N groB

¥ 2000 = 5 Dl &Y [ 1 g)ap = [ P = PX <) = FC)
=1

i=1 {X <z}

wobei F' die Verteilungsfunktion von X ist.
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1.4 Pseudozufallszahlen

1.20 Bemerkung
Es gilt Tj_o (Vi) = 1 genau dann, wenn'Y; < z. Also gibt der Ausdruck + SV [, (Y3)
die relative Haufigkeit der Y; < z an und

N
1
Fy(z) = NZH]_OM(YQ
i=1

ist fiir N hinreichend grof$ eine gute Approximation der Verteilungsfunktion von X an
der Stelle z.

1.4.3 Konstruktion von Pseudozufallszahlen

Nun soll es um die Konstruktion von Pseudozufallszahlen (PZZ) gehen bei vorgegebener
Verteilung. Wichtig dafiir ist folgende zentrale Beobachtung.

1.21 Satz
Sei F: R — [0,1] streng monoton wachsend mit lim,_,_, F'(z) = 0, lim, o F(z) =1
und seien X1, Xo, ... unabhdingig und identisch, gleichverteilte ZV auf [0,1]. Dann sind

FH (X)), F1(Xy), F1(X3),. ..

unabhdngig, identisch verteilt mit Verteilungsfunktion F'.

Beweis. Da X gleichverteilt auf [0,1], hat X die Dichtefunktion f(z) = 5 = 1 fiir
z € [0,1] und f(x) = 0, sonst. Damit folgt

F(z)
P(FHX;)<2)=P(X; < F(2)) = /o ldx = F(2).

1.22 Bemerkung

a) Sind also X1, X, ... gute gleichverteilte PZZ auf |0,1[, so sind F~'(X;), F~1(X3),
F~YX3),... gute PZZ mit Verteilungsfunktion F. Numerisch ist dies allerdings nur
brauchbar, wenn F~' direkt verfiigbar ist und nicht erst durch Lésen einer nichtli-
nearen Gleichung F(x) =y berechnet werden muss.

b) Gute gleichverteilte PZZ auf 10,1[ bekommt man in Matlab mit dem Befehl rand
(genauver: rand(n,m) erzeugt eine nx m-Matriz mit gleichverteilten PZZ auf]0,1]).

1.23 Beispiel (Standardnormalverteilung)

f- [ (i [ ()
! <1 + \/%/0 exp (—%) dg;> ey % (1 + % /Ozm exp (—5°) ds>
(o)

N~ N
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1.4 Pseudozufallszahlen

1r .
2051 - & -
(0 o ]
0 1
z

Abbildung 1.8: Diskrete Verteilung.

wobei erf <%) = 2 fz/\/5 exp (—s?) ds und erf das Gauf’sche Fehlerintegral ist. Damit

2 Vv Jo

Jolgt mit = = F=1(y)
v= ) - 5 (et (1)),

2y — 1= erf (%) baw

“y) = \/ﬁerf_l(Qy —1).

das bedeutet

1.24 Bemerkung
Noch nicht erfasst sind monotone, aber nicht streng monotone Verteilungen, vgl. Abbil-
dungen 1.8 und 1.9. Diese Verteilungsfunktionen

F(z)=P(X < 2) /f

sind rechtsstetig, d.h. limy_o n>oF (z + h) = F(x)
Etwas allgemeiner ist der folgende

1.25 Satz
Sei F': R — [0, 1] eine Verteilungsfunktion, d. h.

1. F' ist monoton wachsend,
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1.4 Pseudozufallszahlen

1| ]
E
c3

0 .

Z

Abbildung 1.9: Exponentielle Verteilung.

2. F ist rechtsstetig,
3. im0 F(z) =0 und lim, o F(z) = 1.
Weiter sei G(y) :=inf{x € R: F(x) >y}, 0 <y < 1. Dann gilt
Gly) <2 <= y < F(2).

Beweis. ,<=*“: Sei y < F(z), dann folgt z € {x € R: F(x) > y} und somit
z>inf{x e R: F(z) >y} =G(y).
,=": Sei nun G(y) = inf {r € R: F(x) >y} < z. Dann existiert zu ¢ > 0 hinreichend

klein ein x mit F(z) > y und < G(y) + €. Insbesondere haben wir nach Voraus-
setzung © < G(y) + ¢ < z + €. Die Monotonie von F' liefert dann

y< F(z) < F(z+¢)
und mit der Rechtsstetigkeit von F' und ¢ — 0 folgt
y < F(z).

Konsequenz:
Seien X1, Xy, ... i.1.d. und gleichverteilt auf |0, 1[. Dann gilt mit Satz 1.25

P(G(X)) < 2) = P(X; < F(2)) = F(=).

Das letzte Gleichheitszeichen gilt aufgrund der Gleichverteilung von X; auf ]0,1[. Sind
also Xi, Xo,... i.i.d. und gleichverteilt auf ]0,1[, so sind G(X;),G(X3),... i.i.d. mit
Verteilungsfunktion F'.
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1.4 Pseudozufallszahlen

1.26 Beispiel (Pseudo-Miinze)
Sei X(w) € {0,1}, P(X =0) = P(X = 1) = i. Fir die Verteilungsfunktion F gilt
(vergleiche Abbildung 1.8)

0, firz <0,
1
F(z) = 3 firo<z<1,
1, firl<z.
Dann erhalten wir fir G
; 1
0, firy<-,
Gly) =inf{z e R: F(x) >y} = % 0<y<l.
1, firy > 2

1.27 Beispiel (Exponentialverteilung)
Die Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung ist fiir n > 0 gegeben durch

1

F(Z)I/Z f(s)ds mit f(s) = ;eXP(—S/u), fiir s > 0,
- 0, firs<DO.

Also folgt

| —exp(—2/w), fiirz>0,
F(z) = "
0, firz<0
und F~1(2) = —puIn(1 — 2) fiir z > 0. Damit erhalten wir fir G
Gly) =—ph(l—y), 0<y<L

Gleichverteilte PZZ sind also der Ausgangspunkt fiir anders verteilte PZZ.

1.4.4 Konstruktion von Pseudozufallsvektoren (PZV)
Seien X7, X5, X3, ... unabhéngig und identisch verteilte ZV wie X : {2 — R. Setze dann

X1 X1
Y = LY = : e
Xm X2m

Y1,Ys, ... sind i.1. d. mit Verteilung Py, = Px ®...® Px =: Py, d.h. Yj(w), Y2(w), ... sind
Zufallsvektoren mit Verteilung Py . Entsprechend sind Y7, Ys, ... gute PZV, falls X7, Xo, ...
gute PZZ sind.

Allgemeinere PZV findet man mit

1.28 Satz

Sei X : Q — R™ eine vektorwertige ZV mit Dichte f : R™ — R und seien A :=
{x eR™: f(x) >0} und h : A — h(A) C R™ umkehrbar und h™" differenzierbar. Dann
hat die transformierte Zufallsabbildung Y = h(X) die Dichte

fy) = f(h(y)) - |det (82; (y)> ' , Y € h(A).
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Beweisidee. Fiir M C R™ gilt

P(YeM)=P(h(X)eM)=P (X eh (M) = / f(z)dz

o (P )a

Beim letzten Gleichheitszeichen wurde der Transformationssatz im R™ angewendet. [

1.29 Beispiel

Typische Anwendung: f(x) = Ipam(x), d.h. X ist gleichverteilt auf 10,1[™ (die Kom-
ponenten sind unabhdingig und gleichverteilt). Es gilt also: f = 1 auf A := [0,1[™. Die
transformierte Abbildung Y = h(X) ist dann verteilt mit Dichte

o (%)

1.4.5 Die Box-Muller-Methode

fly) =

, ¥ € h(A) = h([0,1[™).

: : ' 2 9 s cos(2mxq) :
Betrachte die Abbildung A : ]0,1[" — R? h(xy,xe) = 21In(zy) <sin(27r:1:2))' Die
Umkehrabbildung von h hat die Gestalt

exp (—(y3 +v3)/2
h—l(y):< p(—(yi +v3)/ )>'

arctan <y—2> /2w
Y1

Somit folgt

det (ag;l (y)> ' = % exp (— (i +13)/2) .

Ist also X gleichverteilt auf 0, 1[2, so ist h(X) nach Satz 1.28 standardnormalverteilt auf
R2. Beachte dabei, dass fiir die Dichte f von X gilt: f = Lo 12

Der Box-Muller-Algorithmus:

e Generiere |0, 1[-gleichverteilte PZZ X1, Xs, X3, ...

e Dann sind hy(X1, X5), ho (X1, Xo), hi (X3, X4), ha(X3, X4), ... N(0,1)-verteilte PZZ.

1.30 Bemerkung

Der Befehl randn erzeugt N(0,1)-verteilte PZZ in Matlab; genauer: randn(n,m) er-
zeugt eine n X m-Matriz von N(0,1)-verteilten PZZ. Dieser Befehl benutzt den soge-
nannten Ziggurat-Algorithmus, welcher ohne die Funktionen /-, In(-), cos(-) und sin(-)
auskommd.
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1.4.6 Korrelierte Normalverteilung (korreliert normalverteilte
PZV)

Sei X m-dimensional und N (0, I,,,)-verteilt, d.h. X hat die Dichtefunktion

1) = e (3 (0l )

Derartige PZV erhilt man z. B. mit der Box-Muller-Methode.
Es sei h(X) := u+ AX mit A € R™™ invertierbar. Wir finden h=}(Y) = A=1(Y — u)
und damit 2 = A~'. Also hat Y = h(X) nach Satz 1.28 die Dichte
F) = o exp (== (AN y — ), A7 (y — ) ) - [det (471)]
(2m)m/2 2 ’
1 1 -1
= ——((AAT - - :
(2m)m/2 [det(A)] 7 ( 2 <( ) =y “>)

Mit X := AAT folgt det(X) = det(A)? und somit

5 1

fly) = !

m) et (m) (_5 E = m)y - ”>) ’

d.h. Y ist N(u, X)-verteilt.

Konkretes Vorgehen:
Sei p € R™ und ¥ € R™ ™ positiv definit gegeben.

1. Bestimme A € R™™ mit ¥ = AAT.

2. Konstruiere N (0, I,,,)-verteilte PZV X1, Xs, ... (z. B. mit der Box-Muller-Methode).
3. BildeY; =pu+ AX;, i=1,2,...
Dann sind Y1, Y5, ... N (u, X)-verteilte PZV.

1.4.7 Die Cholesky-Zerlegung

Um aus unkorrelierten ZV N (u, ¥)-verteilte ZV zu erhalten, benotigt man die Zerlegung
Y = AAT,

1.31 Satz
Sei C € RN*N symmetrisch und positiv definit. Dann ezistiert eine eindeutig bestimmte
linke untere Dreiecksmatriz L mit strikt positiven Diagonalelementen, so dass C = L-L™.

Beweis. Eindeutigkeit: Seien L; und Ly linke untere Dreiecksmatrizen mit positiver Haupt-
diagonale, und es gelte

L1 LlT:C:LQ LQT.

Da linke untere (rechte obere) Dreiecksmatrizen eine Algebra mit Einheit I bilden, sind
sie strukturerhaltend unter Addition, Multiplikation und Invertierung. Also folgt

-1 T A N
L' L= L™ (L") = [(L ' n)']
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1.4 Pseudozufallszahlen

-1
wobei Ly ! Ly eine linke untere und |:(L2 -1 Ll)T] eine rechte obere Dreiecksmatrix ist.

D.h. H := L, ' L, erfiillt die Gleichung H = (HT)_1 und ist gleichzeitig linke untere
und rechte obere Dreiecksmatrix. Also ist H diagonal.
Damit folgt

H*=HH"=HH '=1] = H=1,

da L; und L, strikt positive Diagonalelemente haben. Somit gilt L; = Ls.
Die Existenz wird durch das Cholesky-Verfahren gesichert (vgl. Numerik I). O]

In Matlab erfolgt die Berechnung von C' = L - LT fiir symmetrisches und positiv definites
C mit folgenden Programmzeilen:

% Cholesky-Zerlegung
R=chol(C);
L=R’;

1.4.8 Konstruktion von PZZ mit Gleichverteilung auf [0, 1]

Sind gleichverteilte PZZ erzeugt, so kénnen wir mit den bereits beschriebenen Methoden
PZ7 mit anderer Verteilung generieren.

Lineare Kongruenzmethode:
Erzeuge Zahlen zq, ..., 2y gemaf

ziv1 = (az;+¢) modm, i=0,...,N —1,
mit zg € {0,1,...,m — 1} (,seed®). Setze dann

m

und erhalte so PZZ.
1.32 Bemerkung
a) Der Ausdruck x mod y entspricht dem Rest bei Division von x mit y.

b) Illustration fir a = c =3 und m = 5:

Zo = 3,

21 =(3-3+3) mod?5=2,
20=1(3-2+3) mod5=4,
2z3=(3-4+3) mod5=0,
2;=(3-0+3) mod5=3=z.

Dieser Generator generiert eine 4-periodische Zahlenfolge. Die Frage ist nun, wann
eine solche Rekursion gute PZZ liefert. Offensichtlich miissen a, ¢ und m sorqfiltig
gewdhlt werden. Insbesondere muss z. B. m grof$ sein!
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1.33 Bemerkung
Jeder solche Algorithmus ist periodisch. Wihle also a, ¢ und m derart, dass die Periode
maglichst grof§ wird. Aus der Zahlentheorie ist folgender Sachverhalt bekannt:

Keine Schleifenlinge < m, falls

1. ¢ und m keine gemeinsamen Teiler haben (z. B. m = 23! und ¢ ungerade, bei 32-bit-
Rechnern,).

2. a mod g =1 fiir jeden Primfaktor g von m (z. B. m = 23" und g = 2, d. h. a hat
die Form a = 2"+ 1).

3. a mod 4 =1, wenn m ein Vielfaches von /4 ist (z. B. m =23 unda=2"+1, r >
2=a=2%2"2+41).

Den Beweis dieser Aussage findet man in Knuth, The Art of Computer Programming
(1969). Anzufiigen bleibt, dass eine mdglichst groffe Periode nur ein notwendiges, aber
kein hinreichendes Kriterium fir gute auf [0, 1] gleichverteilte PZZ ist.

1.34 Bemerkung
Der Zufallsgenerator in Matlab basiert auf dem ,lagged“ Fibonacci-Generator (Tausworth,

1965)

2 = (%Zi—y + 2i—y) mod m,

i
ri=—,1=0,1,2,...
m

Es miissen also max {u, v} viele Zahlen aus {0, ..., m — 1} vorgegeben werden. In Matlab
ist max{p,v} = 32, d.h. der Zustand des Generators besteht aus 32 Zahlen und ist
erhdltlich mit dem Befehl rand(’state’) und zu setzen mit rand(’state’,myseed).
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2 Numerische Methoden fiir
stochastische
Differentialgleichungen

2.1 Das Euler-Maruyama-Verfahren

2.1.1 Numerische Methoden
Betrachte die SDGL

dXt == a(t, Xt)dt + b(t,Xt)th, 0 S t S T,

e (2.1)

Numerische Methoden zur Losung von (2.1): )
Sei N € N gegeben und fiir h := % und ¢, :=nh, n=20,1,..., N sei X;, die Approxima-
tion fiir X, = X,,5. Wir betrachten nun die Diskretisierung von (2.1):
th_H = th +a (tna th) h + b <tn, th> Ath,
XO = 5?

mit Ath = th+1 - th ~ N(07 h)

2.1.2 Giite der Approximation

Ziel ist es nun, die Giite der approximativen Losung zu beurteilen. Dazu untersuchen wir
Teilstiicke der exakten Losung und wihlen zur technischen Vereinfachung das autonome
Problem

dXt == G,(Xt)dt + b(Xt)th,

e (2.2)

Gleichung (2.2) gilt fiir jedes Teilintervall von [0, 7], also auch fiir [t,,, t,41], d. h. wir haben
tn+1 tn+1
th+1 = X, +/ a(Xt>dt +/ b(Xt)th.
tn tn

Mit der It6-Formel gilt fiir a,b € C?

1
dCL(Xt) = CL,(Xt)dXt + 5@”(Xt)b2(Xt)dt,

1
db(Xt) - b/(Xt)dXt + §b”(Xt)bQ(Xt)dt
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2.1 Das Euler-Maruyama-Verfahren

Mit dX; = a(X;)dt 4+ b(X;)dW, folgt somit durch Integration iiber [t,, ¢, 1]

a(Xy) = a(Xy,) +/t a'(Xs)a(Xs) + %a”(Xs)bz(Xs)ds—l—/t a'(Xs)b(Xs)dWs,

= konstant
t 1 t
(X)) = b(X.) + / V(X,)a(X,) + 56/ (X)0(X,)ds + / W (X,)b(X,)dW,.
Vv tn tn
= konstant

Einsetzen von (2.3) und (2.4) in (2.2) liefert die Struktur

tnt1 tn+1
th+1 - th + / CL(th)dt + / b(th)th + ReSttn
tn tn

- th + G(th)h, + b(th)Ath -+ ReSttn,

tn+1 t 1 t
Resty, := / { / @(X)a(X,) + Sa" (X)W(X.)ds + / a’(XS)b(Xs)dWS] dt
tn tn tn

n

2.1 Bemerkung

a) Resty, besteht aus sechs Doppelintegralen!

i / [ / (X )a(X,) + DB OO (X )ds + /t:b%Xs)b(Xs)dWs} aw,.

(2.5)

b) Vergleiche die Struktur von (2.5) fir die SDGL (2.2) mit dem FEuler-Maruyama-

Verfahren.

2.1.3 Untersuchung der Doppelintegrale

Wir untersuchen im Folgenden die Doppelintegrale genauer. Betrachte nun den Term mit

zweifacher stochastischer Integration, d. h.

tni1
/ / V(X s) dAWsdW,.

Fir f gilt mit dX, = a(Xs)ds + b(X,)dWs nach der Ito-Formel

df (X,) = f(X,)dX, + % (X )V (X,)ds

und somit
f(X5) = f(Xe,) / f(x )+ 5 f”( )b (Xp)dn + / F(Xy)b(Xy)dWy.
Einsetzen von (2.8) in (2.7) liefert
n+1 n+1
/ / b, dW th = b,(Xt Xt / / dW. th + Rest;:, tn)
\—v—/
*f(X ) =f(Xtp,)
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2.1 Das Euler-Maruyama-Verfahren

wobei Rests;, aus zwei Dreifachintegralen besteht.

Wir berechnen nun in einer Nebenrechnung folgendes Integral:

tnt1 t tnt1 tni1 tni1
/ (/ dWS) th - / (Wt - th> dVVt = Wtth - Vth / th
tn tn tn tn tn

———
=Wt7th :Ath

tnt1
- Wtth - thAth.

tn
Nach dem Lemma von It6 gilt weiter fiir F(X) := X? und X, := W,
1 1 1
dW? = 2W,dW, + 3 2. 1%dt «— §th2 = W dW, + Edt.

Also folgt mit Integration iiber [t,, t,1]

1 ) 1 ) (2] tnt+1 1
§th+1 = §th + 5 W dW, —I—/tn §dt,
=h/2
bzw. dquivalent dazu
e 1 2 2 h
' Wtth = 5 (th+l th> - 5

Wir finden somit

tnt1
/ + / AW, dW, = % (W2, —WZ —h) =W, AW,
1
=3 (Wiyr + W) AW, — h) — Wy, AW,
1
5 ((th+1 o th) AW, — h)
= % (AWZ —h). (2.10)

Einsetzen von (2.10) in (2.9) liefert

n+1
/ / W (X )b(X,) AWV, = B/(X, )b(X,,) -

Daraus folgt mit (2.5) und (2.6)

(AW — h) + Restsy, .

N | —

Xi o = Xp, + (X, )b+ b( Xy, ) AW, + /(X,)b(X,) = (AW2 — h) + Rest; |

DN | —

wobei
tnt1 t 1 t
Rest!, — / [ / ¢ (X)a(X.) + 5o (X)P(X.)ds + / & (X )b(X)dW, | dt
tn tn tn
tni1 t 1
-+ / |:/ U(XS)CL(XS) + §b//(Xs)b2(Xs>dS:| th + ReStg,tn
tn tn

1
= Resttn _b/(Xn)b(Xn)E (AWth - h) ’

Zu bemerken ist noch, dass Rest; aus fiinf Doppelintegralen besteht mit mindestens einer
Zeitintegration und zwei Dreifachintegrale enthélt (vgl. Definition Rests,, ).
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2.2 Konvergenztheorie fiir das
Euler-Maruyama-Verfahren

2.2.1 Exakte Losung vs. diskretes Verfahren
Fiir die exakte Losung X gilt nach (2.5)

th+l - th = a(th>h + b(th)Ath + ReSttn7 n= 07 17 27 sy
X, = €.

Fiir das Euler-Maruyama-Verfahren gilt
Xipr — Xi, = (Xt) h+b (Xt> AW, , n=01,2,...

X, = ¢

2.2.2 Analyse des L?-Fehlers

N 2
Wir untersuchen im Folgenden den L2-Fehler e, := E <‘th o~ X ) des Euler-
Maruyama-Verfahrens:
. 2
€nt1 = E <’th+1 - th+1 )
2
—E (X, — X)) + Xo | — (Xml . th) + X,
k=0 % k=0 !
n 2
=E ( th+1 th (th+1 - th))
=0
—E <a X,,) - (th)> ey ( (X,,) — (th)> AW,
k=0

=0

n

+ b/(th)b(th)
k=0

AW2 — h + ZRest

[\JI)—t

Fiir eine endliche Folge a; mit festem m gilt

(a1+a2+...+am)2§m(a%+a§+...+ai). (2.11)

Somit folgt fiir den Fehler e,y mit m =4

n 2 n 2
eni1 < AE Z ( (X)) —a (th>> h | +4E (b (X)) — b (th>) AW,
k=0
+4E Z (X5 )b(X,) %(AWi ) ’ +4E
k=0
1)+ (IT) + (IT1) + (IV)}. (2.12)
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2.2.3 Separate Analyse der Terme (/)-(IV)
Summand (/):

n

Z (a (X)) —a (th)) h

k=0

? @11) i ; 2
< (n+1)h? 2 (a (Xt,) —a (th)>

n

0

gTth:Lz

k=0

~ 2
Xy, — Xy,

Y

n

Z (a (X)) —a <th)) h

k=0

th — th

falls a Lipschitz-stetig ist mit Konstante L,. Somit erhalten wir fiir den Erwartungswert

2
n 2

E <TL:hY E ( ) :

k=0 _

.
=TLhY e (2.13)
k=0
Summand (/]):

Sei Sj, = (b (Xe,) — b( Atk>> AW, fiir k=0,...,N. Dann gilt

BS)=E(b(X,)-b(%,)) - E@AW,) =0,
=0, da AWy, ~N'(0,h)
(%)) B

=h nach Aufgabe 3, Blatt 1

je
%

Il
=

/N

(wyl
s

|
S
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2.2 Konvergenztheorie fiir das Euler-Maruyama-Verfahren

Da Sy und S stochastisch unabhéngig sind, gilt E(Sy - S;) = E(Sk)E(S;) = 0 und somit
folgt

n

3 (b (X)) — b (Xt)) AWtk

k=0

E

ZE<( %) = (%)) -
< Lth:E (‘th ~ X, 2)

J/

Vv
=€k

=L;h> e, (2.14)
k=0

falls b Lipschitz-stetig ist mit Konstante L.

Summand (/11):

Sei Sy = $/(Xy,)b(Xy,) (AW2 —h) fiir k = 0,...,N. Wie oben folgt mit Aufgabe 3,
Blatt 1

E(AW]) und E (AW,}) =3h% d.h.

E (% AW2 — 1)) = (B(am2) — ) =0 wnd

)
E (% (AW? - h)2)

Somit gilt fiir £k =0,..., N

h
1
2
3
2

h? — h?+ h2 h2.

E(Sk) =0 und E(S7) < Ch*.

Ferner sind Sy und S fiir k£ < [ stochastisch unabhéngig und damit erhalten wir also
n 2
2 S

E (S}) +22 (S - S)

k= k<l _
0o <Ch2 < —BE(Sk)E(S1)=0

gczn:iﬂ
k=0

= C(n+1)h?
< CTh. (2.15)

2

zn: %b’(th )b(Xy,) (AW — h)
k=0

Summand (/V):

n

= Z E <(Rest;k)2> +2 Z E <Rest;j : Rest;k>
k=0 J<k ~ .
:E(Restéj)E(Restgk)

E ((Rest;k)Q) - 22 E <Rest;j) E (Resty, ) . (2.16)

k=0 i<k

n
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Dabei sind die Einzelterme in Rest;j und Rest; entweder mindestens doppelte reine Zei-
tintegrale oder es ist mindestens ein stochastisches Integral dabei. Somit folgt fiir jeden
Einzelterm ET

Ch?, falls doppeltes Zeitintegral |
E(ET) < b
0, fir £ (/ ftth> =0.

Insgesamt erhalten wir fiir alle [
E (Restgl) < Oy k2.
Somit folgt

n

Z E (Restij) E (Rest’tk) < Xn: Cyh2 - C1h? = C2h! Zn: 1— C’fh‘ln(n +1)

J,k=0 3,k=0 4,k=0 2
i<k i<k i<k
1
< 5th?(n2 +n)h?* < C?h?n’h? < C2h2T?. (2.17)
<2n? <T1?

Ferner ldasst sich nun das Folgende zeigen:
2
E ((Rest),)") < Col?, (2.18)

falls a,a’,a” und b,b',b” beschrankt sind. Dabei sind Terme der folgenden Formen zu

berechnen.
tni1 t 2
E / / fsdsdt =7
tn tn

ftn+1 fttn fsdsdt‘ <C fttn"“ f:n dsdt‘ = 1% und somit

tn
tn+1 t 2
E / / fodsdt| | < Ch*.
tn tn
tni1 gt 2
E / /fsddet =7
tn tn

Mit Hilfe der Ito-Isometrie, d. h.

E((/CdfdeS)z) :/CdE(ff)ds
2) /t:n+lE</t:fsds 2) dt

tnt1
g/ ’ E (C3h?) dt < Cyh®.
t’!L

a) Doppel-Zeit-Integral:

Mit [f,] < C folgt

b) Zeit-Ito-Integral:

und | f,| < C folgt

(L (e
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2.2 Konvergenztheorie fiir das Euler-Maruyama-Verfahren

tni1 pt ps 2
v ( [ [ g, ) .
tn tn Jitn

Wie in b) folgt mit dreimaliger Anwendung der Ité-Isometrie und |f,|> < C

tn+1 t s 2 tn+1 t S
E( / / / fodW, dW,dW; ): / / / E (f7) dndsdt
tn tn Jtn tn tn Jitn
tni1 t s
< / / / Cdndsdt < Csh?®.
tn tn Jitn

Somit folgt fiir Cy geeignet die Abschétzung (2.18). Wir erhalten also

c¢) Dreifach-It6-Integral:

E((Rest))?) <3 Coh® = (n+1)h Coh® < CoTh?. (2.19)
2 (R ') < Dt = o 4 I

Einsetzen von (2.19) und (2.17) in (2.16) liefert

n
Z Rest;,
k=0

E

2 = i E ((Rest;k)2> +2 Z E (Restéj) E (Resty )
k=0

Jj<k

< CoTh* 4+ 2CFT*h* < Ch?. (2.20)

2.2.4 Das diskrete Gronwall-Lemma

Mit einer generischen Konstante C' > 0 erhalten wir aus (2.12), (2.13), (2.14), (2.15) und
(2.20) die Abschétzung

eni1 < ChP+Ch) e (2.21)

k=0
mit p = 1.

2.2 Bemerkung
Man beachte, dass ohne den Term (II1) die Abschitzung (2.21) mit p = 2 gelten wiirde.

Fiir die weitere Abschétzung von e, 1 bendtigen wir noch das folgende Lemma.

2.3 Lemma (Diskretes Gronwall-Lemma)
Seien b, d > 0 und (uy,),,cy eine reelle Folge mit u, > 0. Ferner gelten folgende Abschiitzun-
gen:

n—1
ug < d und un§d+b2uk, n=12,...
k=0

Dann gilt

u, < dexp(nb), n=1,2,...
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Beweis. Siehe Ubung. m

2.4 Korollar
Fiir den Erwartungswert der Differenz zwischen exakter und diskreter Léosung gilt

> < +/Cexp(CT) - \/E,

E ()th ~ X,

wobein € N mit nh <T.

Beweis. Fiir die Abschétzung (2.21) gilt nach dem diskreten Gronwall-Lemma mit d :=
Chund b:=Ch

e, < Chexp(Cnh) < Cexp(CT) - h.
Mit der Jensenschen Ungleichung fiir den Erwartungswert, d. h.

E(JA])?* < E (JAP) (A ist integrierbare ZV, ¢(z) = ?)

) < \/E (‘th ~ X,

2.2.5 Starke Konvergenz

folgt somit

E (’th ~ X,

2
) < e, < V/Cexp(CT)-Vh, n=0,...,N.

Wir kommen nun zum Begriff der starken Konvergenz.

2.5 Definition (Starke Konvergenz)
Sei (Xi)o<yep die Losung der SDGL

dXt e a(t, Xt)dt + b(t, Xt)th,

Xo=X

und set th, t, = nh, 0 < nh < T eine Approzimation von (X;)yc,eq. Wir sagen X
konvergiert stark gegen X, wenn gilt:

g(h) :=sup {E (‘th - X,

) :OgnhgT}—>0 fiir h— 0.

Die Konvergenz ist von der Ordnung v > 0, falls eine Konstante C' > 0 existiert mit
e(h) <ChY, 0 < h<hg

fiir ein hg > 0.

Nach dem bisher Gezeigten erhalten wir nun folgendes Konvergenzresultat.

2.6 Satz

Fiir Lipschitz-stetige C?-Funktionen a und b, deren partielle Ableitungen bis zur Ord-
nung 2 ebenfalls beschrinkt sind, konvergiert das Fuler-Maruyama-Verfahren stark mit
der Ordnung %
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2.2 Konvergenztheorie fiir das Euler-Maruyama-Verfahren

2.2.6 Numerische Bestimmung der Konvergenzordnung

Seien hg > hy > hy > ... > h,, vorgegeben. Wir berechnen hierzu eine moglichst gute
Approximation £(h;) des maximalen zeitlichen Fehlers e(h;) (i = 0,...,m) und zeichnen
das Paar (In(h;),In (£(h;))) in ein (In(h),In (¢))-Diagramm, vgl. Abbildung 7?.

Die Steigung der Ausgleichsgeraden entspricht anndhernd der Konvergenzordnung, denn
fir e(h) = ChY gilt
In(e(h)) =In(C) +1In (A7) =~ -In(h) + In(C),

wobei «v die Steigung der Geraden ist.

In(e)

*

lnfhy) I bz In{ka) In{ky) In{hka)

In(h)

Abbildung 2.1: Ausgleichsgerade mit 4 verschiedenen Schrittweiten.

2.7 Bemerkung (Berechnung von £(h))

a) Da wir zur Berechnung vom Erwartungswert E (‘th — thD die exakte Ldsung
einer SDGL bendtigen, wdhlen wir fir das Erperiment eine einfache SDGL, von
welcher die Losung bekannt ist, z. B.

dXt = aXtdt + bXtth,

X(]:X
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2.2 Konvergenztheorie fiir das Euler-Maruyama-Verfahren

mit der Lésung X, = X exp ((a — $b%) t + bW,).

b) Wir brauchen E (‘th - X}n ) , tn =nh, 0 <t, <T. Den Erwartungswert kénnen
wir jedoch nur approzimieren. Man bendtigt hierzu PZZ n; (i = 1,..., M), welche

wie ‘th — th’ verteilt sind. Dann gilt

L (‘th ~ X,

| M
) ~ Z Tis
i=1
fiir M € N hinreichend grofs.

Die PZZ n; (i = 1,..., M) konstruieren wir durch M unabhingige Berechnungen von

‘th (w) — X, (w)) Hierfiir benotigen wir M unabhéngige Brownsche Bewegungen

Es gilt
m—1 m—1
Wilw) = AWM w) = g k=1,..., M, (2.22)
Jj=0 3=0

wobei AW ~ A(0, h).
Generiere also die N - M PZ7Z
1 1 2 2 M M
gt(o)a s 7515]\]),175150)7 s 7515]\]),17 s 7§2£0 )7 s 75751\7,)17

wobei alle NV (0, h)-verteilt sind, und bilde damit Wt(j) (w), k=1,....M, m=1,....N
gemifl Gleichung (2.22). Dabei muss M hinreichend grof§ gewihlt werden, damit £(h) ~
e(h).

2.2.7 Fehler bei der Erwartungswertberechnung

Seien X1, Xo, X3, ... 1.1.d. wie X mit F(X) = p und V(X) = 0? < 0o. Setze

1
und finde
1 & 1 &
= — FE(X;,) =— E(X)=
() MZ (X) MZ (X) = p,
1 & 1 Y o2
Ferner ist nach dem zentralen Grenzwertsatz
S’M = —SM b

V(Sm)
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2.2 Konvergenztheorie fiir das Euler-Maruyama-Verfahren

fiir M hinreichend gro8 approximativ N (0, 1)-verteilt.

Herleitung eines Konfidenzintervalls:
Sei a vorgegeben. Bestimme dazu r > 0 mit

P(‘SM‘ST)zl—a.

Da Sy, approximativ A(0, 1)-verteilt ist, folgt
"1

N 2T

= \/%/ exp (—2%/2) dz
0
0 2 [TV
= \/?/ exp (—'LU2) \/§dw
m™Jo

2 [T/V2
= ﬁ/ exp (—w2) dw
0

()

Dabei wurde in (x) die Substitution w := 7, dw = % vorgenommen. Damit folgt fiir r

l—a= exp (—2%/2) dzx

V2-erfl (1 —a) =7
Wir erhalten also mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 — «

Su € [, 7] =r[-1,1].

Mit

& _ Su—p Sy —p VM (Sy —p)

M= = > =

V(Swm) avi o
folgt
OSM
Sy =——+

und damit

VM

mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 — a.

AL =t Vet (- o)1,

VM

SMG/L‘F

Fiir a = 0.01 erhalten wir v/2erf *(1 — a) ~ 2.6 und somit
2.6
Sap € A+~ [—1,1]

VM

mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.99.
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2.3 Weitere numerische Verfahren und schwache Konvergenz

Ferner lesen wir ab: Die Intervallbreite verhalt sich in M wie \/LM und in der Varianz wie
o =+/V(X). In unserem Fall gilt

M
E(tn, h) = Z (tn, ),

wobei £(t,,h) die Approximation des zeitlichen Fehlers e(t,,h) = E ()th —- X,

) zur

Zeit t,, mit Schrittweite h ist. Dabei sind die 7;(t,, h) verteilt wie ‘th — th )

Aus der Konvergenzanalyse folgt (vgl. Beweis zu Korollar 2.4)

L2
E (‘th ~ X, ) < Ch
und somit
L2 R 2
V()th ~ X, ) _E(th ~ X, ) —E(‘th ~ X, ) < Ch,
I e >0
d.h.
Ot, = \/V (‘th — X, > < CVh.
Mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.99 erhalten wir also
s 2.60, Vvh
E(tn,h) —e(ty, h) € = —1,1]c C —1,1].

Insgesamt folgt dann
[E(tn, h)| < |E(tn, h) — e(tn, h)| + [(tn, h)]

<01\/f_+02f f(m )

< C3Vh unabhingig von M.

Man beachte dabei aber, dass der zentrale Grenzwertsatz greifen sollte, d. h. M hinrei-
chend grof§ gewéhlt ist.

2.3 Weitere numerische Verfahren und schwache
Konvergenz

2.3.1 Das Milstein-Verfahren
Betrachte die SDGL

dXt = CL(Xt)dt + b(Xt)th, 0 S t S T,
X() == f
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2.3 Weitere numerische Verfahren und schwache Konvergenz

Als Verbesserung des Euler-Maruyama-Verfahrens setzen wir fiir N € N, h = % >0, t, =
nh, n=20,..., N folgendermaflen an:

. . . . 1 . .
= () () i ()0 () 2 ).
XO - f
Dies ist das sogenannte ,, Milstein-Verfahren®.

- th«l»l

n+1

Fiir den L2-Fehler e, = F (‘Xt

2
) erhalt man nun

2

n

Z (a (X)) —a (th>> h

k=0

€n+1 S 4E

2

3

4B (b (X)) —b (th)) AW,

=
Il
o

2

3

+4E (¥ (X0)b(Xe0) = V(K00 X)) % (AW? — h)

=
Il
o

2

\E

+4F Rest;,

=0

I+ (I11)+ (IV)},

— =

=:4{(I) +

wobei sich im Vergleich zum Euler-Maruyama-Verfahren nur der Term (/11) gedindert hat.
Unter der Voraussetzung, dass die Funktion ¥'(x)b(x) global Lipschitz-stetig ist, erhélt
man nun fiir diesen Term eine Abschétzung wie fiir die Terme (/) und (/7), d. h.

(II) < Ch ey
k=0

Insgesamt erhélt man damit aus (1)—(1V) die Abschitzung
ens1 < CHP+ChY e
k=0

mit p=2 und einer universellen Konstanten C' > 0 (vgl. (2.21) fiir das Euler-Maruyama-
Verfahren).

Analog zum Euler-Maruyama-Verfahren folgt dann

) < /Cexp(CT) - h,

fiir n € N mit nh < T, d.h. wir erhalten starke Konvergenz der Ordnung 1 unter geeig-
neten Voraussetzungen.

L (‘th ~ X,

2.8 Bemerkung

a) Ersetzt man den Term b'(X;)b(X;) durch eine Differenzenapprozimation, so ergeben
sich Verfahren vom Runge-Kutta-Typ.
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2.3 Weitere numerische Verfahren und schwache Konvergenz

b) Die Ubertragung des Milstein-Verfahrens auf Systeme von SDGL ist nicht trivial,

denn die Grofle
tht1 t )
/ / awDaw
tn tn

lisst sich nmicht analytisch berechnen, wenn W@ und W) unabhingige Brownsche
Bewegungen sind.

2.3.2 Schwache Konvergenz

Starke Konvergenz bezieht sich auf die maximal erwartete Trajektorienabweichung, wobei
das Fehlermafl durch

e(h) = sup {E <‘th - X,

):ognhgT}

gegeben ist. Oft ist aber lediglich die GroBe E (g(X;)) fiir gewisse Funktionen g von
Interesse. Der relevante Fehler lautet dann

wy(h) = sup{ E(g(Xy,)) —F (g (th>>‘ :0<nh < T} :

Dies fiihrt zu folgender

2.9 Definition (Schwache Konvergenz)
Sei X = (Xi)geyqp die Losung einer SDGL auf [0, T] und sei X = <th> h =

0<nh<T’
% > 0 eine Approrimation. Wir sagen X konvergiert schwach gegen X beziiglich einer
Klasse C von Testfunktionen, falls fir den Fehler

wy(h) = sup{‘E (9(Xy,))—FE (g (th>)‘ :0<nh< T}
qilt
VgeC: }lliir(l)wg(h) = 0.

Die Konvergenz ist von der Ordnung v > 0, falls zu jedem g € C eine Konstante C > 0
existiert mit

wy(h) < ChY, 0 < h < hg

fiir ein hy > 0.

2.10 Bemerkung
Fiir Lipschitz-stetige Funktionen g mit Konstante L, gilt

wy(h) = sup HE (9(X:) ~ E (g (th))l 0<nh<T}

g

<B(|9(Xen)=a(Xen)|)

< Lysup {E (‘th = X[) 0 Snh ST} = Lye(h).

Dies bedeutet, dass die schwache Konvergenzordnung mindestens so grofs ist wie die starke
Konvergenzordnung.
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2.3 Weitere numerische Verfahren und schwache Konvergenz

2.11 Beispiel
a) Gesucht sei E(Xy), d. h. E(g(X:)) mit g(x) =z, und X; geniige der SDGL

dXt = CLXtdt + bXtth,
Xo=¢

bzw.
¢ t
Xi= Xy +/ aXSds+/ bX dW;.
\:/E" 0 0

Fiir den Erwartungswert gilt somat

E(X,)=E@¢)+E < /0 t aXsds> +E ( /0 t bXSdWS) = EB(&)+ /0 t aB(X,)ds

J/

-~

=0
= SE(X) = aB(X,), B(X) = E(),
d. h.
E(X}) = E(§) exp(at).
Wenden wir das Fuler-Maruyama-Verfahren an, so gilt
E (Xtm) _E <Xt> +auE <Xt> hyn=012,...
E (X0> = E(e).

Dies entspricht dem Euler-Verfahren fir gewohnliche DGL der Form

U = au,
u(0) = E(&).
Das Euler-Verfahren konvergiert mit Ordnung 1 gegen die Losung E(X;) = E(§) -

exp(at), d. h.
wia(h) = sup {‘E (X.)— E (Xt)) L0 <nh< T} < Ch.

In diesem Beispiel ist die schwache Konvergenzordnung 1 also besser als die starke
Konvergenzordnung %

b) Bestimmung der schwachen Konvergenzordnung bei rein numerischer Auswertung
von K (th) :
Bestimme durch M -fache erderholun des Euler Maruyama Algorithmus mit un-
abhingigen Zuwdchsen die Gréfien X .,X M) Dann gilt

) NG

S.\/M W

1 <= o6
B(%,) - > X0
i=1
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2.3 Weitere numerische Verfahren und schwache Konvergenz

mit hoher Wahrscheinlichkeit (vgl. Konfidenzintervallbestimmung). Somit folgt fir
g=id

Beachte dabei: V (th) verschwindet nicht fiir h — 0, denn
1% (Xt> S V(X)) fir h— 0.
Mit wiq(tn, h) < Ch folgt damit

A 1
Oia(tn,h) <Clh+ —|.
Wia( ) ( fM)
1

Konsequenz: M ~ 55, damit @ia(tn, h) < Ch. Ansonsten sehen wir bei zu klein

gewdhltem M eine entsprechend niedrigere Ordnung fiir wiq(t,, h).

Wie sieht es fiir Funktionen g mit g(z) # x aus? Unter geeigneten Voraussetzungen l&sst
sich fiir die Funktionenklasse

Ch(R) := {f € C*(R) : f besitzt polynomiales Wachstum }

zeigen, dass das Euler-Maruyama-Verfahren schwach konvergent der Ordnung 1 beziiglich
aller g € C)(R) ist.

Weitere Konsequenzen:

Strebt man schwache Konvergenz an, so miissen Pfade von X keine gute Approximation
der Pfade von X sein. Nur die Verteilung von X muss passen; dies bedeutet Folgendes:
Sei

ﬁn+lzﬁn+a(ﬁn)h+b<ﬁn> Vi, n=0,1,2,... . N —1,
' (2.23)
Yo=n

mit &1,&2, ..., &y 1.i.d. wie & mit E(§) = 0 und V() = 1 gegeben. Dies entspricht dem
Euler-Maruyama-Algorithmus fiir

dXt = CL(Xt)dt + b(Xt)th,
Xo =),

falls &1,&,...,&y 1.1.d. wie & mit & ~ N(0,1). Dann gilt: Die , Approximation (2.23)
besitzt die schwache Konvergenzordnung 1.
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2.3 Weitere numerische Verfahren und schwache Konvergenz

Mégliche Realisierung der ZV &; in (2.23): £ € {—1,1}, P(é =1)=P({ = —1) = % und
somit F(§) =0 und V(§) = 1.

Anwendung bei Optionsbewertung;:
Betrachte eine européische Option in einem einfachen Marktmodell. Der Preisprozess des
Basiswertes S sei gegeben durch die SDGL

dS; =rSidt + oS dWy, 0 <t <T,
So=¢
und die Auszahlungsfunktionen zur Verfallszeit T' seien
e Call: V(S)=V(T,S5)=(S—-K)*,
e Put: V(S)=V(T,S)=(K—-95)",

wobei K der Ausiibungspreis ist. Der Optionswert zur Zeit t = 0 ist dann gegeben durch
den Erwartungswert
Vo = E (exp(—rT)V (Sr)) .

Er ist von der Form E (g(Sy)) mit g(s) = exp(—rT)V (s). Beachte hier, dass g ¢ C;(R),
d.h. das Konvergenzresultat fiir Funktionen der Klasse C = C’;(R) ist nicht anwendbar.
Ob ein schwaches Konvergenzresultat trotzdem giiltig ist, kann numerisch getestet werden.
Die Optionsbewertung ist ein gutes Beispiel hierfiir, da wegen der Black-Scholes-Formeln
die exakten Erwartungswerte bekannt sind.

2.12 Bemerkung (Black-Scholes-Optionsbewertung)
Call:

Vo = E&0(dy) — K exp(—rT)P(dy)

- (o () (o))

dy =dy —aT

mit

und ® ist die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.
Put:

Vo = Kexp(—rT)®(—dz) — {(—d).
Hierbei ist T die Verfallszeit und & der Anfangswert der SDGL.

Allgemeinere Situation:
Sei der Preisprozess modelliert durch die SDGL

dSt = TtStdt + UtStth,
Sy = €.
Der Optionswert zur Zeit t = 0 ist dann gegeben durch

Vo= B (exp (— /0 ' rsds) v (ST))

mit der Abzinsung exp (— fOT rsds> und der Auszahlung V' (Sr).

(2.24)
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2.3 Weitere numerische Verfahren und schwache Konvergenz

Berechnungsalgorithmus:

(i) Simuliere M unabhingige Realisierungen V) der Auszahlung V : w + V(Sr(w))
und e® der Abzinsung w — exp (— fOT Ts (w)ds).

(ii) Wihle die Grofe - > e@V® als Approximation von V.

Zu (i):
Simuliere zunéchst einen approximativen Pfad 5@ durch Losen der SDGL (2.24) mit dem
Euler-Maruyama-Verfahren. Berechne dann V@ aus S@.

Fiir die Auszahlungsfunktion

V(Sp) = (ST _ % /0 ' Stdt)

einer Asiatischen Option muss
T
/ Syt
0

+

N[ =

entsprechend approximiert werden, z. B.
1 A (i) T
f/ Sl ~ Z S b b=

2.13 Bemerkung
Der Fehler bei der Erwartungswertberechnung ist proportional zu \/LM und zur Standard-

abweichung (d. h. v/ Varianz) der relevanten ZV (vgl. Konfidenzintervallbestimmung). Er
kann also verkleinert werden, in dem M entsprechend grofS gewdhlt wird oder man versucht
mit geeigneten Verfahren die Varianz der relevanten ZV zu reduzieren.
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3 Parabolische partielle
Differentialgleichungen und
Optionspreisbewertung

3.1 Die Fokker-Planck-Gleichung

3.1.1 Einfiihrung
Betrachte die skalare SDGL
dXt = a(t, Xt)dt + b(t,Xt)th7 O S t S 1—'7
=¢ el

Angenommen, (¢, ) sei die Dichte der Verteilung von X;. Dann gilt

E(g(Xy)) = /g(m)@b(t,x)dx.

R
Um ¢ zu bestimmen, verwenden wir beliebige, glatte Testfunktionen

f:RxR—=R
Die Ito-Formel liefert dann
_(of of 10°f ,
df (t, X;) = (8 dt + 8_dXt + §Wb dt | (t, Xy)
_(9f of 20 f of
— <8t +a 92 + b 2 (t, Xy)dt + b% (t, X¢)dW.

Weiter gilt

[ sttt =B ax) - £ (10,30 + [ e X))

_ “(of | of 1232f
= E(f(0,Xy)) +F (/0 (54— p 2b ax2)<T,X7-)d7')

= o f(0,2)9(0,x)da

+:E ( / t (bg—i) (r, XT)dWT)/.

-~

®o

Dabei gilt (x) aufgrund der Erwartungswerteigenschaft des stochastischen Integrals. Es
folgt also

/Rf(t,x)lp(t,m)dm:/RfO .

// ( —|— 1b2gz€> (1,2) - Y(r,x)drdx (3.1)
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3.1 Die Fokker-Planck-Gleichung

fiir beliebige, glatte Funktionen f.
Die Dichte v ist somit schwache Losung einer partiellen DGL (PDGL)!

3.1.2 Die 1-dimensionale Fokker-Planck-Gleichung

Sei ¥ hinreichend glatt und die Testfunktionen f besitzen einen kompakten Trager. Dann
lasst sich die schwache Formulierung der PDGL in eine starke umschreiben. Es gilt

L= far e [ [(5) o

Analog gilt

/t/ <a.%.¢> (T,x)dxdT:—/t/(f.ﬁ(a.l/)O (r. 2)dudr,
//( 2! 02 )T“m”_//( %;—22 b* - ?,D))(T,x)dxdr

fiir alle glatten Testfunktionen f mit kompaktem Trager. Insgesamt erhalten wir aus (3.1)

¢ o 0 10* ,,
0= [ [ (58 - 2w+ o (70) ) (r)i )i
fiir alle Testfunktionen f. Das Variationslemma impliziert dann

9y

0 1 0?

o a¢)(t,x):§ﬁ(b2¢)( r), 0<t<T, v€R.

Dies ist die ,,1-dimensionale Fokker-Planck-Gleichung®.

3.1 Bemerkung
Die Fokker-Planck-Gleichung beschreibt also die zeitliche Entwicklung der Dichtefunktion
eines Ito-Prozesses, welcher der SDGL dX; = a(t, X;)dt + b(t, X:)dW; geniigt.

Alternative zur Berechnung von E(g(X;)):

e Lose die Fokker-Planck-Gleichung

o | o2
EJF(?—( arh) = 292 — (V*v),

¥],_o = Dichte des Startwertes der SDGL = ¢, £ € R.

e Berechne das Integral

/Rg(x)w(t, x)dx.
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3.1 Die Fokker-Planck-Gleichung

3.1.3 Weiteres zu stochastischen Prozessen und PDGL

Im Folgenden soll es um weitere Zusammenhénge zwischen stochastischen Prozessen und
PDGL gehen.

Sei X*¢ die Losung der SDGL
dXs = a(s, X)ds + b(s, Xs)dW,, 0<s<T
mit der Anfangsbedingung
Xi=§ 0<t<s<T,
wobei £ € R eine konstante ZV ist. Setze
X, = XS’E, 0<s<T.

Dann liefert die Ito-Formel

~ ~ Sof of 1 ,0%f ~
1€ %3 1.9 t,€
f <5,Xs ) - f(t, X! ) +/t (_at fago+ b ) (XS
—¢

s o 5
= XL AW,
+ [ (05) rxaw,
d. h. wie oben folgt

E (f (3, X;»f)) = E(f(t,€))+E </t (% + a% + %b2%) (r, Xﬁf)m) ,
e

und man kann Folgendes einsehen:

Ist f eine Losung des Endwertproblems
of of 1,0°f
e A i -
ot +a8x * 2 0z 0
f(T,z) = g(x),

(3.2)

so folgt mit s =T
B(f(T. X)) = £, +0 = f(1,€),

d.h.
B(g (Xi) ) = f(1.9).

3.2 Bemerkung

Dies ist ein Spezialfall der sogenannten Feynman-Kac-Formel. Das Lisen einer bestimm-
ten Klasse von PDGL kann also auf das Lésen von SDGL zuriickgefiihrt werden und
umgekehrt.

Dies liefert eine weitere Losungsmethode zu Bestimmung von E (g(X7)):

e Lose das Endwertproblem (3.2) riickwérts in der Zeit.

e Bestimme £(0,€) = E (g ()2;@)) = E(g(X7)).
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3.1 Die Fokker-Planck-Gleichung

3.1.4 Verallgemeinerung auf vektorwertige Prozesse

Betrachte das System von SDGL

dXt —CL( X)dt+b( Xt)th, 0 S t S T,
H,_/ \“,_/
cRd cRdxm

Xo=¢.
Dabei ist W; = (Wt(l), cee Wt(m)> € R™ eine m-dimensionale Brownsche Bewegung.
Die Dichte von X; = (X/,..., X{), 0 <t < T sei durch
Y(t,r) €R, x € R?

gegeben, d. h. fiir den Erwartungswert gilt

E(g(X) = / g(z)p(t, z)d.

R4

Mit den im 1-dimensionalen Fall eingefiithrten Techniken erhélt man, dass ¢ die d-dimen-
sionale Fokker-Planck-Gleichung

oY
o (t, ) +Za

erfiillt. Dabei ist di == Y. bijbe; = (0b7).,.

2

1 d
) kz r.0a, B¥) (87)

3.1.5 Beispiel: Optionsbewertung eines
Capped-Symmetric-Power-Calls

Die Auszahlungsfunktion eines Calls ist in diesem Fall gegeben durch
C(S) = mln{(S K) ) L} L,p>0,
wobei S der Kurs des Basiswertes, K der Ausiibungspreis und 7' die Verfallszeit sind.

Fiir 0,7 > 0 geniige nun Sf;s dem Preisprozess

ds, = rSydn + oSydW,, 0 <n<T,
Sy =s € R (konstante ZV), t € [0,T].

Der Wert, der Option zur Zeit t zu einem Wert des Basiswertes S ist gegeben durch
V(S,t) = E (exp(—r(T — 1)) - C (S¢°)) .

Ist also f(t,s) eine Losung des Endwertproblems

of ., 9of >*f
ot s + a 95 Y (3.3)
f(T, S) C(s),
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3.1 Die Fokker-Planck-Gleichung

so gilt
flt,s)=E(C(5%)),
d.h.
V(s,t)= exp(—r(T —1))- f(t,s). ,Optionspreisbewertung mit PDGL"
Umformulierung von (3.3) als Gleichung fiir den Optionswert V: Mit

v =rexp(—r(T —1t)) f+exp(—r (T —1)) (9_f

ot ot
_ (rf+ %{) exp (=1 (T — 1)) <=
ov of
B —rV = Eexp(—r(T—t))
und
oV If
357 —eXp(—T(T—t))@, J=12
folgt die ,,Black-Scholes-Gleichung*
ov oV 1, ,0%V
il 4 A g 3.4
ot %5 Ta7 % g TV =0 (3:4)

mit der Endbedingung
V(S,T) =exp (—r (T =T)) f(T,5) = f(T,5) = C(9).
Als geeignete Randwerte findet man

V(0,t) =0 fiir 0<t<T (Call wertlos, wenn S = 0), (3.5)
V(S,t) = L fir S — o0, 0<t<T (,capped”). (3.6)

Statt L kann man in (3.6) auch den diskontierten Wert L exp(—r(t — T")) vorschreiben.
Folgendes lisst sich zeigen:

V' erfiillt die Black-Scholes-Gleichung (3.4), falls v = wu(x,7) die Diffusionsgleichung
(Wirmeleitungsgleichung)

Qu _ Ou
or  0x2
16st und
B 2
V(S,1) = K exp (1 = a ZQ) T) u(z, 7) (3.7)

mit z = In(S/K), 7 = o? (%), q= %

Der Endwert fiir V' iibersetzt sich in einen Anfangswert fiir v, d.h. mit ¢ =T folgt

C(S) =V (S,T) = K exp ( ‘-’x) u(a,0)

=ug(x)
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3.2 Finite-Differenzen-Verfahren fiir die Warmeleitungsgleichung

und somit

up(x) = u(z,0) = %C’ (K exp(zx))exp <q ; 1x> .

Fiir die Randbedingungen ergeben sich (vgl. (3.5), (3.6) und (3.7))
lim u(z,7)=0,

T——00

V (Kexp(z), T — %)

lim u(z,7) = lim

T—00 T—00 1— 1+q)?
- 7 K exp <qu — (e 4‘1) 7')
V(K T — 23 L -1 1+ q)?
- tim ( exp(z) 0)_1Lm_exp<q2 o ZQ) T)
~ ;rl /
= lim g(z, 1),
r—r00
mit g(z,7) :== £ exp (‘S—lm + —(HZI)27'>.
3.2 Finite-Differenzen-Verfahren fiir die
Wirmeleitungsgleichung
3.2.1 Einfiihrung
Vorgelegt sei die PDGL
ou  0*u
3 = 52’ (x,7) € Q=] — 00, 00[X[0, Tmax, (3.8)
mit Tmax = ";T. Numerisch ist das Gebiet abzuschneiden, d.h. betrachte die Gleichung
(3.8) fiir (z,7) € Q =] — a,a[X][0, Tmax|, wobei a > 0 hinreichend groB. Ergénze diese
Aufgabe durch
1 qg—1
u(z,0) = ug(x) = EC’ (K exp(x))exp r), —a<z<a (3.9)

und die abgeschnittenen Randbedingungen

u(—a,7) =0,

u(a, ) = g(a, 1) (3.10)

fir 0 <7< %T.

3.2.2 Das Prinzip der Linienmethode
Diskretisiere zuerst die Raumvariable und danach die Zeitvariable.

Sei M € N und sei Az := 7 sowie z; := iAx = ’M‘l firi = -M,—-M+1,...,M. Fir
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3.2 Finite-Differenzen-Verfahren fiir die Warmeleitungsgleichung

T E [O, %QT] und z; = iAx,i € {—M +1,..., M — 1} fest, ersetzen (in Zeichen ,~*) wir

die partielle Ableitung nach z mit der zentralen Differenz, d. h.

9

02 D (w;+ 42, 7) — Zu (2 —

)

@u@i’ ™)~ Ax

u(z;+Az,7)—u(x;,7) . u(z;,m)—u(z;—Az,T)

Az Az

Az
1

Ax?

= (u(wipr, 7) — 2u(xy, 7) + ul(w;_1,7)) .

Dabei ersetzen wir im Fall i = —M + 1 die Grofle u(—xpr, 7) gemés

u(—=zp,7) =u(—a,7) =0
und im Fall i = M — 1 die Grofe u(xys, 7) durch

w(zy, ) = u(a,7) = g(a, 1)
geméfl den Randbedingungen (3.10).

Sei nun

o(1) r = (@ pryr, 7)s (T2, 7)o u(Tio1, 7))

= (v1(7),v2(7), ..., van—1 (7)) € R L

Ersetze also den Ausdruck

Az?

2
O 7). u(—a,7) = 0, u(a,7) = gla,7)
durch
2 -1 0 ... 0 0 0 vi(7)
-1 2 -1 .. 0 0 0 vy(7)
. o -1 2 ... 0 0 O v3(7)
- ) ) ) ) ) : )
0 0 0 2 —1 0 vans—s(7)
0 0 0 1 2 -1 Vanr—2(7)
0 0 0 0 -1 2 UQM_1<T>
Mit
ou ou
() = (Getoaians ) resrea, e §
und
ou  d*u
or  Oz2

folgt damit das System gewohnlicher DGL

V(1) = —Apgv(7) + 178%(1) =t Fap (v(7),7), 0< 7 <

26

o2
2

(3.11)
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mit der symmetrischen Tridiagonalmatrix

2 -1 0 ... 0 0 O

-1 2 -1 ... 0 0 O

] o -1 2 ... 0 0 O
1 i L e

0O 0 0 2 -1 0

0O 0 O -1 2 -1

0O 0 O 0o -1 2

und

TAx<7') — ﬁ(o, e ,O,Q(G; T))

Als Anfangsbedingung erhalten wir

v(0) = (w(x_pr41,0), u(z_pr12,0), ..., u(zpr—1,0))

= (uo(z_nr41); uo(T_ary2), - - -, uo(xar—1)) = 0°

3.2.3 Das Euler-Cauchy-Verfahren

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Das Anfangswertproblem (3.11)-(3.14) heifit Liniensystem zur PDGL (3.8)-(3.10). Der
Ubergang von (3.8)-(3.10) zu (3.11)-(3.14) wird als Semidiskretisierung bezeichnet. Zu
einer vollstéandigen Diskretisierung von (3.8)-(3.10) kommen wir, wenn wir auf die An-
fangswertaufgabe (3.11)-(3.14) eines der bekannten numerischen Verfahren zur Losung
von Anfangswertaufgaben anwenden. Bei der Durchfithrung dieser Verfahren sollte man
sich jedoch die spezielle Gestalt von Fa, zunutze machen, denn das System (3.11)-(3.14)
wird fiir Az — 0 immer grofler. Das einfachste Verfahren fiir (3.11)-(3.14) ist das Euler-

Cauchy-Verfahren:

Seien AT = f—NT > 0, v° vorgegeben und v’/ approximiere v (JAT) fiir j = 0,1,...
Dann finden wir
pitl i , —
—Qx -~ Frp (07, JAT) = —Apg0? +r2%(jAT), 7=0,1,...,N =1
-
V0 = (uo(x-ar41), uo(T-arv2), - - - uo(zar—1)) € RPML

Explizit folgt mit

i (] J J J . .
Vo= (W e W), U~ u(iAz, JAT)
die Iteration
Jj+1 J ( J J
U pr41 U pry1 —2ul ppg Ul
uj.+1 = W + AT b - Qz'tj +
i = i N -1 i i1
J+1 J J J
Wy War—q L Upp_o — 2Upy_y
0 3
0
1 ) )
+_A1’2 : ,]:071,...,]\[—17
g9(a, jAT) | |

o7

/N.

(3.15)
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mit der Anfangsbedingung

UQMH uo(T-nr41)
u? = uo(;) : (3.16)
Uy uo(Tar-1)

Das System (3.15) und (3.16) heifit auch explizites Differenzenverfahren zur Aufgabe
(3.8)-(3.10). Man erhilt «]*' aus w}_;, u} und ul,,, was man durch das Schema des
,Differenzensterns® andeutet, vgl. Abbildung 3.1.

(4,5 +1)

(i—1,7) (4,7) (i+1,5)
O O O

Abbildung 3.1: Differenzenstern fiir das Euler-Cauchy-Verfahren.

3.2.4 Das ¥-Verfahren

Wir betrachten als néchstes fir das Liniensystem (3.11)-(3.14) das von einem Parameter
¥ € [0, 1] abhéngige Verfahren, das sogenannte ¢-Verfahren:

VIt i

X =0Fp, (VT (j 4+ 1DAT) + (1 = 9)Fa, (v, jAT), j=0,1,...,N —1,
-

UO = (Uo(x_M_H), U0($_M+2), Ce ,uo(xM_l)) .

Spezialfille des ¥-Verfahrens fiir das Liniensystem:

e ¥ = (0: Euler-Cauchy-Verfahren (ECV)
o ¥ = %: Trapez-Methode oder das sogenannte ,,Crank-Nicolson-Verfahren* (CNV)
e ¢ = 1: Implizites Euler-Cauchy-Verfahren (IECV)

Fiir 9 > 0 erfordert (3.17) wegen Fa,(v,7) = —Aa,v+7r2%(7) die Auflésung eines linearen
Gleichungssystems und das Verfahren heifit daher implizit. Die Abbildung 3.2 stellt die
zugehorigen Differenzensterne dar.

3.2.5 Auflésung der Gleichungsysteme auf jedem Zeitlevel 7,
Mit Fa,(v,7) = —Aazv + r2%(7) schreibt sich (3.17) um zu

VIt _ i

=" (—An "+ 127 (( + DAT)) + (1 = 9) (—Aat? + 127 (FAT)),

j=0,1,...,N—1,
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(4,5 +1) (5 +1) (5,5 +1)
O O O O
O O O O O O
=0 0<v<1 v=1

Abbildung 3.2: Differenzensterne fiir ¢ € [0, 1].

bzw. dquivalent dazu

1 , 1 ,
i J+L [ 7 _ (1 _— J Az N Az
<AT[ + 19AA;(;> v (ATI (1 ﬁ)AAx) VIS (7 + 1AT) 4+ (1 — ) r2®(JAT),

j=0,1,...,N—1. (3.18)

In jedem Schritt ist also fiir ¢ > 0 ein tridiagonales Gleichungssystem mit der Matrix

1
CA:L‘,AT = (A_’l’[ + ﬂAAJ:)

~+2 i 0 0 0 0
= =t = .. 0 0 0
0 = atA ... 0 0 0
= : : : : : : (3.19)
0 0 0 A . -~ 0
0 0 0 B~ T o S~
0 0 0 0 = =t e

zu 16sen, wobei Opa, a, € REM-DX (ML),

3.3 Definition
Fine Matrix D € R™*™ heifst strikt diagonal-dominant, falls

m
Jj=1
J#i

3.4 Lemma
Sei D € R™*™ strikt diagonal-dominant. Dann ist D invertierbar.

Beweis. Annahme: D sei nicht invertierbar. Dann existiert ein x € R™\ {0} mit Dz = 0.
Ohne Einschrankung sei

x, =max{|z;|:i=1,...,m} =1
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fir ein r € {1,...,m}. Aus

0= (Dz), < dpyr,=—) dya;
j=1
jr

folgt mit |z,| = 1 sofort

m m
|| = |dy] |22 | < Z |drj] |z;] < Z |l

j=1 <1 j=1
J#r = JFT

Widerspruch. O

Die Matrix Caza- aus (3.19) ist diagonal-dominant, d.h. nach Lemma 3.4 ist Cazar
invertierbar und das ¥-Verfahren (3.18) ist somit durchfiihrbar.

3.2.6 Praktische Losung des Gleichungssystems

Auf jedem Zeitlevel jAT,7 = 0,..., N — 1 kann das Losen des Gleichungssystems z. B.
mit dem LU-Verfahren fiir Tridiagonalmatrizen erfolgen. Dazu machen wir folgende Be-
obachtung:

1 0 0 ... O 0 0 d rn 0 ... 0 0 0
0 L 1 ... O 0 O 0 0 ds 0 0 0
0O 00 ... 1 0 0 0 0 0 . dp—o Tm—o 0
0 00 ... I,o 1 O 0 0 0 0 dn-1 Tm-1
0 00 ... 0 UIpq 1 0 0 O 0 0 dpm,
dl (&1 0 ce 0 0 0
dlll Tlll -+ d2 T2 Ce 0 0 0
0 dglg 7"2[2 + d3 e 0 0 0
0 0 0 PN ’r’m_glm_g + dm_2 T'm—2 0
0 0 0 s dm—le—Q Tm—le—Q + dm—l T'm—1
0 0 0 Ce 0 dm—llm—l rm—llm—l + dm
= (Cij)lgi,jgm == O
Koeffizientenvergleich liefert
dlzcll, Tk = Ck,k+1, k‘:l,...,m—l
und
Ck k—1
lh—1 = A dp = Cpg — Th—1lp—1, k=2,...,m.
k—1
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3.5 Bemerkung

a) FEslisst sich zeigen, dass der LU-Tridiagonalalgorithmus fir strikt diagonal-dominante
Matrizen tmmer durchfihrbar ist.

b) In Matlab erhdlt man die LU-Zerlegung einer Matriz C' mit [L, U]=lu(C).

¢) Das Gleichungssystem Cx = b kann dann als LUx = b geschrieben werden und in
zwer Schritten aufgelost werden:

(i) ,Vorwdirts auflosen:
Ly = b, d. h. Y1 = bl und Y; = bz — li—lyi—lai = 2,...,m.

(ii) ,Rickwdirts auflosen®:
i —TiTig1
d.

Ur=y, d h x, =1 und z;=*

: di=m-—1,...,1.

d) In Matlab lautet dies y=L\b und x=U\y. Man beachte dabei, dass man Gleichungs-
systeme lediglich [6st, aber niemals eine Matrix invertiert.

3.3 Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz

3.3.1 Einfiihrung

Wir mochten in diesem Paragraphen beschreiben mit welcher Giite die Approximationen
u] des ¥-Verfahrens die Losung @(iAx, jAT) der Wérmeleitungsgleichung approximieren.
Wir schreiben dazu das ¥J-Verfahren nun als Nullstellenproblem.

Sei h = (Az, A7), Ar = §- > 0 und AT = ";—NT > (. Ersetze das Gebiet

Q=] - a,a[x [o, UQTT}

durch das Gitter
O =A{(tAx,jAT) :i=-M+1,.... M —1,7=0,... ,N}.

Ein Element

— ()0 0 1 1 N N o
w = (waH,...,wal,waH,...,wal,...,waH,...,wM,l) cR

heiit Gitterfunktion. Wir versehen den Raum R® mit der Maximumsnorm, d. h.
Hw||oo:max{|wf| :i:—M+1,...,M—1,j=0,...,N}.

Wir schreiben nun das v-Verfahren als Nullstellenproblem

mit dem Operator
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wie folgt:
(u) —up(iAx), i=-M+1,...,M—1,7=0,

— 1 . S
(?d —u; 1) - 19@ (ug—1 — 2uj + Ui+1)
1 i i -
—(1=9)xs (wiZy —2u]"" +uly),
i=-M+1,....M—1j=1,...,N,

T
(Th(w)); = 1 7

\

wobei T"(u) € R In der Definition (3.20) ist dabei

UJ,M = O, u],;\}[ = 07 u?\/] = g(a>jAT)7 uj]\/;l = g(a’ (j - 1>A7—)

zu setzen.
Sei u € C? (Q) klassische Losung von

ou  *u . o

U([L‘,O) = UO(ZL'), —a <z <a,

2
u(—a,7) =0, u(a,7) =g(a,7), 7€ [O, %T]
und sei

ﬂh =Uu |Qh

(3.20)

(3.21)

die Einschrinkung von @ auf das Gitter . Ferner sei u” die Losung von T (uh) = 0,
d. h. die Approximation von @ mit dem ¢J-Verfahren mit der Schrittweite h = (Az, AT).

3.6 Definition
a) Der Fehler des numerischen Verfahrens ist definiert durch
e(h) : = [lan — "l

= wax { m (i, jAr) — ("),

:i:—M+L”wM—Lj:QHWN}

Das numerische Verfahren heifit konvergent (der Ordnung p), falls e(h) — 0 fir

h— 0 (e(h) = O (h)).

b) Der Term | T" () ||oo heifit Konsistenzfehler. Ein Verfahren heif$it konsistent (der

Ordnung p), falls | T" () | — 0 fiir h — 0 (|T" (un) ||o = O (BP)).

¢) Das numerische Verfahren T"(u) = 0 heifit stabil, falls mit einem ho > 0 die Glei-
chung fiir 0 < h < hgy eine Losung u" besitzt und falls ein C > 0 existiert mit

lw = vllee < CIT" (w) = T* (v) [l

fiir alle v,w € R®, 0 < h < hy.

3.7 Korollar

Ist ein numerisches Verfahren stabil und konsistent (der Ordnung p), so ist es auch kon-

vergent (der Ordnung p).
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Beweis. Wende die Stabilitdtsungleichung an mit w = 4, und v = u”. Dies liefert

e(h) = llan —u"o < ClT(an) — T"(u") I
=0

= O|T"(u)|eo — 0 fiir h—0
bzw.

e(h) = lan ="l < ClIT"(@n)]loo = O(R).

Slogan:

’Konsistenz + Stabilitdt = Konvergenz‘

3.3.2 Der Konsistenzfehler des 9J-Verfahrens
Sei u € C? (Q2) klassische Losung und @, = i |q,, -

Firj=0undi=-M+1,...,M —1 gilt

(T" ()| = @ — uo(ire) = 0.
Firj=1,...,Nundi=—-M+1,..., M — 1 erhalten wir
Th J_ Lo J—1 9 Lo
( (uh)) - A_T (uz — U ) - E (UZ—l - 2uz +u1+1)
1 »
) (-2 )
1, e B r
= _7- (uj -’ 1) _ 19( T)z — <E (Ui_l — 2Uf -+ u2+1) (umz>l)
_ \j— 1, i
=D @) = 0= 0) (g (@ - 2 ) - (s
1 _ N _ \j-1
= &7 (@ —w) =9 (u); — (1= 9) (u.);
: 1 : : :
+ 0 {(ﬂm)f T AR (@, —2u] + ﬂg+1):|

0= 0) (@™ = g 0 -2 )]
= (I) +9(II) + (1 — O)(II1).
Fiir die Terme (I)-(I11) gilt dabei
(I) = At (% ~ ﬁ) (@) 4+ 0 (AT?),

(I1I) = O (Az?),
(I1T) = O (Az?),
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falls @ € C*(£2). Somit erhalten wir insgesamt

@W%»}HM(%—{Mm%”+ocy%+0@m%,

falls w € C* (Q) Also gilt fiir den Konsistenzfehler des ¥-Verfahrens

O (AT + AZEQ) fiir o # 1,
il = O (AT* + Az?) fiir 9= i
5’
falls @ € C* (40).
3.3.3 Stabilitiatsanalyse fiir das J-Verfahren
Sei uf die Approximation fiir w(iAw, jAT). Setze wieder v/ = (u];MH,...,ugV[_l) €

R*M=1 Dann lautet das J-Verfahren (3.18) fiir j =0,..., N — 1
CAz,ATUj+1 = DAx,ATUj + fj—i_la (322)

wobei Cag ar wie in (3.19) definiert ist und

1
DAI,AT = EI - (1 - ﬁ)AAm

pt = 197"A$((j + A7)+ (1 — ﬁ)rAx(jAT).
Die Anfangsbedingung ist gegeben durch
=" = (ug (=M +1)Az), ..., up (M — 1)Ax)) .

In Matrixform lautet (3.22) damit

1 0 0 . 0 0 0 V0
_DAx,AT CAm,AT 0 Ce 0 0 0 Ul
0 —DA,J’AT CAm,AT e 0 0 0 2}2
0 0 0 . CAx,AT 0 0 o2
0 0 0 L _DAx,AT CAoc,A‘r 0 o1
0 0 0 Ce 0 _DAx,AT CA:E,AT ’UN
70 0
1 0
72 0
- : =1 1. (3.23)
N2 0
PN 0
i 0

Wir miissen also die Stabilitét von Dreiecksblockmatrizen der Form wie in (3.23) unter-
suchen.
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Es lésst sich zeigen, dass Folgendes hinreichend fiir Stabilitét ist:

ICAz arllo = AT,

) (3.24)
1 (Cronr) (Dazar) lo < 1.
Dabei ist fiir eine Matrix £ € R™*™
[Elloc = sup{[|Ez]|oo - 2 € R, [[#]|oc = 1}
die der || - ||oo-Norm zugeordnete Matrixnorm. Die Abschéitzungen in (3.24) lassen sich
zeigen, falls
(DAJC’AT)M >0, -M+1<kIlI<M-1. (325)
Wegen (Daz,ar),, > 0 fiir k # [ ist (3.25) gleichbedeutend zu
(Dawar)er = —— — (1—9)=>— >0 —
Az, AT )l — AT Ag2 =
AT
1>2(1-9)— —
= 2 )A:z:2
AT < 1
Ax? ~ 2(1—-9)
' —— Bereich der || - || o-Stabilitét
1
2
0 : 19
ECV CNV IECV
Abbildung 3.3: Grafische Interpretation der || - ||oo-Stabilitét.
Damit erhalten wir folgenden Stabilitétssatz.
3.8 Satz
Unter der Bedingung
AT 1
< 3.26
Azx? ~ 2(1-9) (3.26)
ist das 9-Verfahren fiir die Wirmeleitungsgleichung beziiglich der || - ||oo-Norm auf R%

stabil.
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Die Stabilitdtsbedingung (3.26) fiir das ©-Verfahren ldsst sich grafisch interpretieren, in
dem man die Gréflen ¥ und AAxZ in ein Schaubild zeichnet, vgl. Abbildung 3.3.

3.9 Korollar

Unter der Voraussetzung (3.26) ist das 9-Verfahren, 9 € [0, 1], beziiglich der Mazimums-
norm konvergent der Ordnung O (AT + Ax?) fiir ¥ # % bzw. O (AT? + Az?) fiir 9 = %
an jeder Losung u € C* (Q) der Wirmeleitungsgleichung.
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