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1. Beispiele und einiges iiber Differentialgleichungen

a) Beispiele

1.1 Beispiel. Fallschirmspringer
Das Grundgesetz der Mechanik lautet:

Kraft = Masse - Beschleunigung (Newton)
K=m-2 (1-1)

Durch Angabe der Abhéngigkeiten der Kraft

K := K(z) oder K := K(t,z, 1) (1-2)
wird nun aus der Gleichung (1-1) eine Differentialgleichung, ndmlich

mi = K(t,z, ).
Beim Fallschirmspringer sieht das Kraftgesetz (1-2) so aus:
K = K(t, i) = mg — k(t)i?

wobei g die Erdbeschleunigung und m die Masse des Fallschirmspringers bezeichnet.
Die Funktion k(t) charakterisiert den Luftwiderstand

AQ fiir t S 70,
A —A
k’(t) = 1—0(t—7'0)—|—A0 flir T0 §t§7—17
T — T0
Al fir t Z T0-
k(t)a
At
AV
7 m t

Abbildung 1: Beispiel fiir k(t)

Fiir unser Modell kénnen wir die Reduktion der Ordnung der Gleichung durchfiihren.
Setze dazu v = z, ¥ = &, dann

mv =mg — k(t)v® = K(t,v), v(0) = .
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4 1. Beispiele und einiges tiber Differentialgleichungen

1.2 Beispiel. Das Dreikorperproblem
Problem: Beschreibe die Bewegung dreier Korper, welche sich aufgrund der Gravita-
tion gegenseitig anziehen (als spezielles Beispiel konnen Sonne-Erde-Mond dienen).

Wir bezeichnen die Masse des i-ten Korpers mit m; fiir ¢ = 1,2,3. Der Vektor
¢ = (qi(t),q(t),qi(t)) € R® bezeichnet die Position des i-ten Korpers zur Zeit
t, » = 1,2,3. Die Bewegungsgleichung fiir drei Massenpunkte in einem Potential
U:=U(q¢", ¢% ¢°) lautet:

i ou .
m;q = _a_qi(ql’q2’q3)’ v = 17273' (1_3>

Gemaéls des Gravitationsgesetzes finden wir
mM1meo a3 mims

U=U(d",¢¢) = :
D = - o T - T

Dabei ist (1-3) ein System von 9 Gleichungen 2-ter Ordnung. Die entsprechenden
Anfangswertbedingungen sind ¢*(0) = g0, ¢°(0) = vy, @ = 1,2, 3. Jetzt konnen wir
(1-3) auf ein System erster Ordnung reduzieren. Setze p* = m;¢', i = 1,2,3, dann

1

q.i - _pia
my;
T oU | 5 4
p=myq = _8_(11'((] 475 4°), (1-4)
q'(0) = qio,

p'(0) = pio := mvig, i=1,2,3.
Das reduzierte System (1-4) besteht also aus 18 Gleichungen erster Ordnung.
Das System (1-4) hat eine Besonderheit. Sei

3
131,
H=H(q'¢" ¢".p".0"p") = 5 D, —W'.p) + Uld".¢* ¢).

=1 m;
Dann finden wir
OH i ;
on _ (9_U 1=1,2,3
8(]1 - aq27 Bt Rt ]
d.h. mit ¢ = (¢',¢%, ¢®) € R, p = (p', p?,p*) € R? hat das System (1-4) die Gestalt
. OH
q= 8—(61717); q(0) = o = (10, 420, g30)
. (1-6)
) OH
p= _8_q(q’p)’ P(0) = po = (P10, P20, P30)

Man nennt (1-6) ein Hamiltonsches System und H die Hamiltonfunktion des Sy-
stems.
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1. Beispiele und einiges tiber Differentialgleichungen )

Bemerkung 1. Fine C?-Hamiltonfunktion H eines Systems der Form (1-6) ist
lings Losungen (q(t),p(t)), t € I von (1-6) konstant. Es gilt

. OH. — OH. — OHOH OH [ OH
do o OH. . OH. . OHOH OH ( OH\ _ I.
g0, 50) = Gl + Gl = GG S (G <0 v

Bemerkung 2. Physikalisch stellt H die Gesamtenergie dar, denn es gilt

3
1 1
“ Wiy e U 1\Yis Y1 U Ees
2;m2pp+(qqq quq>+(qu) A
B -— —Epot
=FEgin

1.3 Beispiel. Ein Reaktions-Transport Problem

Sei ¢ = ¢(t, s) die Konzentration einer Substanz im Raumpunkt s € [a,b] zur Zeit
t > 0. Die Funktion J = J(t,s) beschreibe den Fluss der Konzentration ¢ am
Raumpunkt s und Zeit t. Schliefllich werde die Substanz ¢ kreiert oder verbraucht;
f = f(c) beschreibe diesen Vorgang.

a s s —i— h b
Fluss J(t,s) bzw. J(t,s + h)
Kreation f(c(t,s)) bzw. f(c(t,s + h))

Abbildung 2: Fluss- und Reaktionsbilanzen

Sei h > 0. Dann ist f:+h c(t,0)do die Masse im Raumstiick [s,s + h] zur Zeit t.
Entsprechend ist fS‘Hh f(c(t, o)) do die entstehende bzw. vergehende Masse pro Zeit-

einheit im Raumstiick [s, s+h]. Wir erhalten nun die folgende Massenbilanzgleichung
in [s, s+ hl:

d s+h
T c(t,o)do = J(t,s)—J(t,s+h)+ / fle(t, o))
) Massenve;;anderung

TV
Gesamtmassenverinderung Massenveranderung

durch T t
urch lTranspor durch Kreation\ Verbrauch

Dividieren durch h liefert

s+h
%/ %c(t,a)da: J(ts—i—h}i / fle(t, o))

Dabei ist zu beachten, dass die Vertauschung von Ableitung und Integral nur bei
hinreichend glattem c erlaubt ist, z.B. ¢ € C'. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes der
Integralrechnung

/ F@)de = Flao)(b—a), 70 € [a,}]
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6 1. Beispiele und einiges tiber Differentialgleichungen

liefert der Grenziibergang h — 0 fiir

1 — 1
E%C(t’ sp)h = — J(t s+ h})L J(t,5) + Ef(c(t,/s\h))h, Sh,Sn € [8, 5+ h]
die Differentialgleichung
0 0
Ec(zﬁ,s) = —a—J(t,s) +f(c(t,s)), a<s<b t>0.
#
zeitliche negativer

Verdnderung  Flussgradient

Die Ausgestaltung von J bestimmt die Transportmdoglichkeiten:

konvektiver Fluss
J(t,s) = v(s)c(t, s);

diffusiver Fluss

J(t,s) = —D(s)agc(t, s); D(s)>0

S

allgemein
0
J(t,8) = Jkonv(t, 8) + Jaifr(t,s) = v(s)c(t, s) — D(s)a—c(t, s).
s

Somit erhalten wir

%c(t,s) = —% (v(s)c(t, s)) + % {D(s)%c(t, s)] + f(c(t, s)) (1-7)

flira<s<b, t>0.

Um die Eindeutigkeit der Lésung zu sichern, miissen Zusatzbedingungen gestellt
werden:

Anfangsbedingungen

Randbedingungen
Hier sind folgende Bedingungen méoglich:

e Dirichlet-Randbedingungen

C(t’ a) = 7@7
C(t, b) = Y-
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1. Beispiele und einiges tiber Differentialgleichungen 7

C(t, a) C(t, b)

a (0, s) b s

Abbildung 3: Zusatzbedingungen fiir ¢

e Neumann-Randbedingungen (z.B. bei s =)
c(t,a) = Ya,
0
%C<t7 b) = Vo-

e allgemeiner: Zwei-Punkt-Randbedingungen
0
asc(t, o) + ﬁoa—c(t, 0) =7, 0 =a,b.
s

Das Problem (1-7) zusammen mit Anfangs- und Randbedingungen heift Anfangs-
Randwertaufgabe. Die Sonderlosungen der Reaktions-Transportgleichung sind:

Raumunabhingige Lésungen c(t,s) = 7(¢) fithren zu einem Anfangswertpro-
blem

cts)=~t) | 7' () = f((t))
(1-7 = {7(0> e

Zeitunabhingige Losungen c(t,s) = wu(s) fiihren zu einer Randwertaufgabe
zweiter Ordnung

7 cltss)=u(s) {—(U(S)U(S))' + (D(s)u'(s)) + f(u/(s)) =0, a<s<b,

(1- a,u(o) + Bot'(0) =75, o =a,b.

b) Einfiihrung in die dynamischen Systeme

Vorgelegt sei die Aufgabe
2'(t) = fz(1)),

Q?(to) =X (1_8)
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8 1. Beispiele und einiges tiber Differentialgleichungen

mit f € CY(Q,RY), Q C RY offen. Wie wir aus der Theorie gewdhnlicher Differenti-
algleichungen wissen (Satz von Picard-Lindel6f, Fortsetzungssatz), hat die Anfangs-
wertaufgabe (1-8) eine eindeutige Losung Z(t) fiir ¢ aus einem offenen maximalen
Existenzintervall J = J(x¢) 3 to. Um die Abhéngigkeit der Losung von xg zu ver-
deutlichen, schreibt man auch Z(t, to, z¢), t € J(zo). Bei einem autonomen System
kommt es nicht auf die Wahl des Zeitpunktes t; an, sondern nur auf die verschobene
Zeit t — ty. Es gilt
f(t,to,l’o) :f(t — to,o,xo), t € J(ZL'())

denn y(t) := T(t — to, 0, zo) erfiillt

y(t) = f(7(t)),
Y(to) = o,

d.h. y(t) = Z(¢) nach Existenz- und Eindeutigkeitssatz. Ohne Einschrénkung wéhlt
man deshalb ¢; = 0 und schreibt T = Z(¢, z), t € J(z0) 2 0.

Fiir eine allgemeine nichtautonome Anfangswertaufgabe z/(t) = f(t,z(t)), z(to) =
xo schreibt man aber weiterhin Z(¢, ¢, o).

Man kann sich die Losungen von Differentialgleichungen auf zwei verschiedene Wei-
sen veranschaulichen: in Zeitbild und in Phasenbild.

e Im Zeitbild wird der Graph der Losung (t,Z(t, x¢)),t € J(x) gezeichnet.
RN

—

7o z(t, xo)

Abbildung 4: Zeitbild

e Im Phasenbild wird der zu z( gehdrige Orbit, d.h. das Bild
V(@o) = {Z(t, 20) | t € J(20)}

der von der Losung durchlaufenen Kurve in R™ dargestellt.

Die positive Zeitrichtung wird daher durch einen Pfad angedeutet. Ein Phasen-
bild wird umso aussagekraftiger, je mehr Orbits eingezeichnet werden. Dabei
sind zwei Orbits y(x) und (%) entweder identisch oder disjunkt.
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1. Beispiele und einiges tiber Differentialgleichungen 9

T2
Zo

Iy
Abbildung 5: Phasenbild: N = 2
Man betrachtet auch oft fiir 7 € R fest die Abbildung
O, xg— T(T,10),

den so genannten 7-Fluss.

0 f(@o) O, ()
%f@l)\@(xl)
m AL HEH

Abbildung 6: Phasenbild: N = 2

Der 7-Fluss hat die Halbgruppeneigenschaft:
Qo dy = Py

fiir alle t, s € R, fiir die die linke Seite wohldefiniert ist. Allgemein bezeichnet man
eine Familie von stetigen Abbildungen

o, :RYN RN, teR

als ein globales dynamisches System (globaler Fluss) auf R", wenn &, o &, = &,
Vt,s € R und &y = idy gilt.

Die Abhéngigkeit der Losung von Anfangswerten und Parametern beschreibt der
folgende

Johannes Schropp 2. Juli 2025
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10 1. Beispiele und einiges tiber Differentialgleichungen

1.4 Satz. Sei Q C RY offen, A C R? offen und sei f € C*(Q x A,RY), k > 1.
Dann besitzt die AWA
¥ = f(x,\)

z(0) = ¢

fir jedes (§,\) € Q x A genau eine nicht fortsetzbare Lisung T(t,§,\) € Q fir
te JE N =t (&, N), t7 (&, N)[. Der Definitionsbereich von T

DA) ={(t,EN) eRx QXA te J(E N}
ist offen, und es gilt T € C*(D(A), Q).

Sei T(t, xg), t € J(xg) die Losung von

z(0) =z

mit f € C'. Bezeichne durch y(zy) = {Z(t,z0),t € Jxo} den zu zy gehorigen
Orbit. Die Grofe 0% (t, xg)/0xo, t € J(xy) bezeichnet man als die Linearisierung
von Z(t, xg). Es gilt gemék Satz 1.4

a0 _ I I o o _
o | ortt.0)] = 5 2t 0) = o f(alt ) = DI, 20) | ()
€RN:N
und
i_(O xg) = =—x9 =1
8arox » L0 _8x0 0o=1n.

Die Funktion -2-%(-, x0) : J — RV geniigt also der linearen AWA
Oxg

X'(t) = Df((t,20)) X (1),
X(O) = IN7

d.h. a%of(-, xp) ist die Hauptfundamentalmatriz von y' = D f(Z(t, z9))y.

c) Hamiltonsche dynamische Systeme

Es sei Q C R offen und H € C*(Q,R), k > 2. Mit H = H(q, p) betrachten wir

die AWA: -
v OH B
p(t) = —8—q(q,p), p(0) = po.

(1-9)

Die Losung sei Z(t, zo), o = (qo, Po)-

Johannes Schropp 2. Juli 2025
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1. Beispiele und einiges tiber Differentialgleichungen 11

1.5 Bemerkung. Es gilt

H(z(t,70)) = H(qo,p0) Vt € J((q0,10))-

1.6 Definition. Eine Abbildung g € C1(Q, R?") heikt symplektisch, falls gilt

Dg(q,p)"J Dg(q,p) = J, (g,p) € Q

(0 Iy IN 2N
T

1.7 Satz. (Poincaré)

Sei H € C%*(Q,R), und T(t,x0), vo = (qo, o) sei der Lisungsfluss von (1-9). Dann
ist fiir jedes feste t € R der Fluss T(t,-) : Q — R?*Y eine symplektische Abbildung.
1.8 Bemerkung. Eine symplektische Abbildung erhélt das Volumen, d.h.

Vol(K) = Vol(z(t, K)),
f(t,K) L= {f(t,l’o),l’o € K}

Johannes Schropp 2. Juli 2025
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12 2. Allgemeine Einschrittverfahren

2. Allgemeine Einschrittverfahren

a) Euler-Cauchy Verfahren

Betrachte die AWA ,
u'(t) = f(t,u(t))

u(ty) = a, 1)

mit tg < t < tepg und f € CL([to, teng) X RY, RY). Wir nehmen an, dass eine Losung
u(t, ty, ) fiir t € [to, tena) existiert.

Zur numerischen Berechnung von @(t, tg, ), tg < t < tenq wihlen wir eine Schritt-
weite h > 0 und ein dquidistantes Gitter

O ={tj=to+jh,j=0,...,0(h)}
mit o : [0, ho|— N definiert durch
to+ (o(h) — 1)h < tepa < to + (o(h))h.
Optimalerweise wéahlt man h > 0 in der Form h := (t.,q — to)/N fiir ein N € N.
Ein allgemeines Einschrittverfahren fiir (2-1) hat die Form
u(ty) = «
W (ultin) —ulty) = V(b t;,ulty), j=0,...,0(h) -1

mit V :]0, ho] X [to, tena] X RY — RY, hy > 0. Die Funktion V heiRt Verfahrensfunk-
tion des Einschrittverfahrens.

Die einfachste Wahl ist V(h,t,u) = f(t,u). Man erhdlt dann das Euler-Cauchy
Verfahren.

(2-2)

Die Losung des Gleichungssystems (2-2) ist durch Rekursion gegeben:
u(ty) = «
u(tj+1) = U(tj) + hV(h, tj, u(tj)), j = 0, ce ,O'(h) — 1.

Statt eines dquidistanten Gitters konnen wir auch ein nicht dquidistantes Gitter
Gitter betrachten
Q={tog<t1 <...<ty, =tena}

mit ¢;41 =t; + hj, h = (ho, h1, ..., hy—1). Dann lautet das Gleichungssystem (2-2)

u(ty) = «
hit(ultin) —ulty) = V(hy, t,ulty), j=0,...,0—1.

Wenn wir im Folgenden spezielle Verfahrensfunktionen angehen, so ist klar, wie bei
nicht dquidistanten Gittern zu rechnen ist. Deshalb sei h > 0 o.E. konstant.

Johannes Schropp 2. Juli 2025
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2. Allgemeine Finschrittverfahren 13

Wir schreiben die Rekursion (2-2) als Gleichungssystem 7" (u) = 0. Definiere dazu
Qp={to+jh[j=0,...,0(h)}

und

w = (w(to), w(tr), .., w(tsm)) € (RY)™.
€RN  eRN ERN

Jetzt ldsst sich T% : (RM)%r — (RV)S wie folgt definieren:
Th(u) = ('U,(to) —Q, hil(u(t]#“l) o u(t])) - V(h7tj7 u<tj)>7 J= 0,... 7U(h) o 1)

N—— - ~
ERN €RN

Als Norm auf (RY)% wihlt man die klassische Maximumsnorm
[ulloo := max{[ui(t;)| [ i =1,...,N, j=0,...,0(h)}

Wir bezeichnen mit @, = u(t, ty, a)|,, die Restriktion der Lésung u(t, tg, ), t €
[to, tena] der AWA auf das Gitter €2,. Ferner definiere durch

def(u) :=T"(u), u e (RY)™

den Defektvektor. Der Defektvektor def(w,) = T'(uy,) fiir @, nennt man den Konsi-
stenzfehler.

2.1 Definition. Das numerische Modell T"(u) = 0 fiir u € (RY)® nennt man
W -konsistent, falls fiir jede Losung w € W von der AWA gilt

| T" (@) ||so — O fiir b — 0.

Ist sogar || T"(Tn)||ec = O(RP), so heiflt das Modell W-konsistent der Ordnung p.

2.2 Definition. Das Modell 7"(u) = 0 heift W-konvergent (der Ordnung p), falls
es zu jeder Losung @ € W der AWA ein hy > 0 gibt, so dass T"(u) =0, 0 < h < hy
eine Losung u” € (RY)S besitzt mit

[, = u"lloe =0 (T — "o = O(RF)).

2.3 Definition. Das Modell T"(u) = 0, u € (RY)® heift stabil bzgl. h, falls ein
ho > 0 und ein C' > 0 (unabhéngig von h) existieren mit

v —v]|oo < OIT"(u) = T"(V) || Yu,v € (RM)*, 0 < h< hg

Johannes Schropp 2. Juli 2025
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14 2. Allgemeine Einschrittverfahren

2.4 Korollar. Sei das Modell W-konsistent (der Ordnung p) und stabil, und es
existieren Losungen u" € (RN)% von T"(u) = 0. Dann ist das Modell auch W-
konvergent (der Ordnung p).

Beweis: Setze u = u” und v = %), in die Stabilititsungleichung ein und finde
lu" =Tl < CN T"(W") ~T"(@)lloo = CIT" (@)l = 0 (= O(A))
=0

0

SLOGAN:
Konsistenz (der Ordnung p) + Stabilitit = Konvergenz (der Ordnung p).

Die Aufstellung spezieller Einschrittverfahren geschieht in der Regel anhand des
Konsistenzfehlers, d.h. man versucht V' so zu bestimmen, dass die Ordnung p mog-
lichst grofs wird.

Wir untersuchen den Konsistenzfehler des Euler-Cauchy-Verfahrens. Schreibe (t;)
fiir u(t;, to, ). Dann gilt
= a'(t5)
b ~= 1 _ ™~ .
17 (@n)lloo = [[lto) —ev, (™" (ultsr) —ult;)) = f(t;,u(t;))), 7=0,...,0(h) =1l
= max AR (a(t) = alty) — ()]

j=0,....,0(h)—
h_, 1
— o ) < _h —// t o
omax 15T ()| < SPIE (@)oo,

falls u € C2.

2.5 Satz. Das Euler-Cauchy Verfahren ist C?-konsistent der Ordnung 1.

b) Explizite Runge-Kutta Verfahren

2.6 Definition. Sei s € N und sei u,, = u(t,,), tm = to + mh. Ein Einschrittver-
fahren der Gestalt

U1 = U + 1Y b f (b + i1, U (B, by, 1)),

j=1
V(h,;g,um)
Ug = &
mit (Darstellung auf Basis der Stufenwerte)
UMh, tom, Um) = U, ¢ =0
i—1
U’L(ha tm7 um) = Um + hz aijf(tm + th, Uj(h, tm, Um)) 1= 2, 3, L., S
j=1

Johannes Schropp 2. Juli 2025
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2. Allgemeine Finschrittverfahren 15
heifst explizites s-stufiges Runge-Kutta Verfahren. Dabei bestimmen die geeignet
gewéhlten Parameter a;;, b;, c¢; das Verfahren vollstandig.

Eine bequeme Darstellung liefert das sogenannte Runge-Kutta Tableau

0
Co | A21
C3 | 31 a32

Cs | Qg1 Qg2 .. Ags—1

by by ... bs_1 s

Aquivalente Formulierung liefert die Darstellung auf Basis der Steigungswerte:

Uil = Uy + hz b K7 (bt )

j=1

Ug = @
mit

Kl<h7tmyum) = f(tm7um)7 1 = 0
i—1
K (hy by ) = f (b + Ciby i+ 10> ai K (hy b)), 0 =2,3,... 5.

Jj=1

Dem Euler-Cauchy Verfahren (s = 1) entsprechen die Werte b; = 1, ¢; = 0. Wir
betrachten nun den Fall s = 2, d.h. das Tableau

C2 | Q21

by by

Sei u die Losung, so gilt fiir u € O3, t = t; =ty + jh,

R: 1
ut+h)=ut)+hu'(t) +a"(t)= + =a" (n)h*, n € [t,t+ ],

2 6
At +h) —a(t)) =a'(t) + a”(t)g + %H”’(m)
N——

=Ry (t) Mit ||R1(t)]|co<c1h?

Um die Verfahrensfunktion zu bekommen, driicken wir @ und seine Ableitungen mit
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16 2. Allgemeine Finschrittverfahren

Hilfe von f aus:

w'(t) = f(t,u(t)),

d [of O 0? 0? dof ofd
ﬂm(t) _ (6_{ + a—;}:f) (t,ﬂ(t)) = (a_t{ + ataj;f“‘ f&a_i + %af) (t,ﬂ(t))
:<a2f+82ff+f82f+82f ofof  ofof

2  YJY Yy Ys _
o " atoa’ T ouot T o T auar t ouou’ ) (8, )

Pf _f
- (azz T 2 gou’ T

0 f
ou?

., Ofof  Ofof _
f +%a+%%f> (t,u(t)).

Sei nun
| fll2.00 = max {]| - ||coc-Normen aller partiellen Ableitungen von f bis zur Ordnung 2},
dann gilt die Abschatzung

max{||u"(t)llso, to <t < lena} < Cllfl200-

Wir finden also

hta(t + h) —a(t)) = f(t,a(t)) + g (a—f + a—ff> (t,a(t)) + O(h?).

Driicke nun V' durch f aus:

Vi(h,t,u(t)) = buf (¢, u(t)) + baf (t + coh, U(t) + hax f(t,(t))),

V(h,t,u(t)) = V(0,t,7(t)) + h(%V(o, t,a(t)) + O(h?),

d.h.
V(0,t,u(t)) = (by + bo) f(t,u(t)),

0 0 0
O v0,1,7(6) = o (8—{ i a—if) (t,7(t)).

Wir erhalten dann

V(ht (1)) = (b + bo) f(17(0)) + (g ' %f) (t,7(t)) + O(h?).
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2. Allgemeine Finschrittverfahren 17

Insgesamt folgt damit fiir den Konsistenzfehler

Rt (@(t + h) —a(t)) — V(h, t,a(t)) = f(t,u(t)) + g (g—{ + g—£f> (t,u(t))

= (b1 + b2) f (¢, (1))
— hbg <8—f02 + gaglf) (t,ﬂ(t)) + O(h2)

ot du
— (1 b = b (1)
5 (02 4 - 22 ) .30
+ O(h?).

Als hinreichende Bedingungen fiir Konsistenz der Ordnung 2 erhalten wir folglich

1=0by+0bo
1= 2bQC2
1= 2&2162

mit der Losungsschar
by =1— by,
1
= 55
1
20y’

C2

a21 =

by # 0.

Als spezielle Losungen bekommt man

o by =by = %, co = ag; = 1. Das ist das sog. verbesserte Euler-Cauchy Verfahren
oder auch Verfahren von Heun.
Iterationsvorschrift:

U (hy o, Um) = U,
U (hytom, Um) = U + Bf (tn, tm)

V(hytm, t) = %f(tm, Um) + %f(tm + Byt + B by Un))

Tableau:

N
N

1
e bo=1,b=0,c=as = 7 Das ist das sog. verbesserte Polygonzug Verfah-
ren.
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18 2. Allgemeine Finschrittverfahren

Iterationsvorschrift:
Ul(ha tma um) = Um

h
Uz(h,tm,um) = Um + §f(tm>um)
h h

Tableau:
171
2 2
01

Die beiden Verfahren besitzen die Konsistenzordnung 2, falls w € C3. Als weitere
Formeln sind zu erwéhnen:

e klassisches Runge-Kutta Verfahren (s = 4):

0

1|1

3|3

1 1

310 3

110 0 1
1 1 1 1
6§ 3 3 &

Dieses Verfahren besitzt die Konsistenzordnung 4, falls uw € C° gilt.

e Verfahren von Lawson (s = 6):

0

1)1

2 2

13 1

4 16 16

1 1

210 0 3

3lg -3 6 9

4 16 16 16

111 4 ¢ _12 s
7 7 7 7 7
g 2 12 32 1
90 90 90 90 90

Dieses Verfahren besitzt die Konsistenzordnung 5, falls u € C° gilt.
Bemerkung 3. Alle angegebenen Verfahren erfillen die Bedingung > ;_, b; = 1.

© Johannes Schropp 2. Juli 2025



2. Allgemeine Finschrittverfahren 19

c) Implizite Runge-Kutta Formeln

2.7 Definition. Ein s-stufiges implizites Runge-Kutta Verfahren fiir die AWA

u'(t) = f(t,u(t)),
u(ty) = «

ist gegeben durch
u(to) = a,

U(tny1) = ul(ty) + hi bif(tn + cih, U'(h,t,,u(t,))), n=0,...,0(h)—1

N

-~

V(htn,u(tn))
mit
U'(hto, u(tn)) = u(tn) + 1Y ag f(ta + cih, U7 (Bt ulty))), i=1,....s
j=1

fir t, =ty +nh, n =0,...,0(h). Die Stufenwerte U’(h, t,,u(t,)), i =1,...,s sind
nun implizit gegeben.

Die dquivalente Steigungsdarstellung lautet:

u(toy) = «,

U(tni1) = u(ty) + hi biK' (h,tn,u(ty)), n=20,...,0(h)—1,

i=1

Ki(h, tn, u(ty)) = f(tn + cih, u(t, +h2a” (htp, u(tn), i=1,...,s.

Die Tableau-Beschreibung:

c1 | a1 ... L. Qg
Cs | Qg1 ... ... (Qgg
by ... ... b
bzw. kiirzer
c| A
b'l'

mit b,c € R*, A € R%*.
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20 2. Allgemeine Finschrittverfahren

Bemerkung 4.

e Die expliziten Runge-Kutta Verfahren erhalten wir also aus dem allgemeinen
Ansatz, falls a;; =0 fir j > 1.

e Fin Nachteil dieser Vorgehensweise ist, dass an jedem Punkt (t,,u(t,)) ein
nichtlineares Gleichungssystem zu ldsen ist.

o Fin Vorteil des allgemeinen Zugangs besteht etwa darin, dass sich wegen der
zusdtzlichen freien Parameter mit kleinerer Stufe s eine hohe Konsistenzord-
nung erreichen ldsst.

Wir betrachten zuerst den einfachsten Fall s = 1:

V(h,t,u) = by f(t + cih, U (h, t,u)),
U'(h,t,u) = u+ hap f(t + cih, U (h, t,u)).

Wir finden
Ut (07 i E(t)) = ﬂ(t),
Ul(h,t,u(t)) = u(t) + O(h)
und somit
flt+eh, Uk ta(t)) = f(ta(t))
0 0 oUt
+h a—{(t,ﬂ(t))cl + a—z(t,ﬂ(t))m((), t,u(t))| + O(h?).
Nun bestimmen wir %—Uhvl(O, t,u(t)):
1
aaih(h, t,u) = @ih (u + ha f(t + c1h, U(h, t, u)))
= a11f<t -+ Clh, Ul(h, t, U)) —+ hau%f(t -+ Clh, Ul(h, t, U)),
1
= aaih(o, t,u(t)) = an f(t,u(t)).

Dies liefert
f(t+erh, UN(h,t,u(t) = f(t,u(t))

of
o

(a0 + Gt 0 (0 70| + O

Andererseits gilt

h=ta(t + h) —a(t)) = f(t,ut)) + g (% + % ) (t,u(t)) + O(h?).
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2. Allgemeine Einschrittverfahren 21

Also erhalten wir fiir den Konsistenzfehler

A0 1)~ (D)~ buf {0+ e, UM, () = (1 T(0) — b (1T(0) + O)
(% +a—ff>( ()

+

ou
= (1= bl) ( u(t))
+ gu _ 2b101)%(t,ﬂ(t))

(1= 2o (%f) (t,7(t))
+ O(R?).
Das Verfahren ist dann von Konsistenzordnung 2, falls gilt

1-0,=0 by =1
1—2bic; =0 cg=1/2
1—2bja;; =0 ~ ap; =1/2
ueC? ueC?

Das ist die Gauk-Form erster Stufe (Konsistenzordnung 2, falls u € C?):

1

1
2 |2
1

Ein weiteres Verfahren der Ordnung 4 ist durch die Gauft-Form der Stufe 2 gegeben

3=vB| 1 1_ 43
6 4 4 6
34v3 |1, V8 1
6 4 6 4
1 1
2 2

Jetzt betrachten wir die Auflésbarkeit der Systeme der Form
Ul =u-+ hZaljf(t—i— th, U])
j=1

U =u+h>_ ayf(t+ch, U7)

J=1

(2:3)

U'=u+h)_ayf(t+ch U)

j=1
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22 2. Allgemeine Einschrittverfahren

fiir (t,u) € [to, tena) X RY. Eine hinreichende Bedingung dafiir liefert

2.8 Satz. Sei f Lipschitz-stetig mit einer Konstanten Ly gleichmdf$ig in t, d.h.
If(t,0) = f(t,w)]loe < Liljv — w|leo, to <t <tena v,weRY.

Dann besitzt das Gleichungssystem (2-3) fiir jedes Paar (t,u) € [to,tena] X RY und
jede Schrittweite h > 0 mat
q:=hl||A]w <1

genau eine Lisung
U(h,t,u) = (Uh,t,u), U*(h, t,u),...,U(h,t,u)) € RN,

Dabei versteht man unter || - || die Zeilensummennorm:

S
[Alloo = maX{Z lai;],i=1,...,s}
J=1

Beweis: Wir zeigen, dass die Abbildung 7T : RYs — RM¢

u+hy S ayf(t+cih, U7)
TU)=T{U"U?...,U%) = |
u+hy5 asf(t+cih,U)
eine Kontraktion ist. Dann folgt die Behauptung aus dem BANACHschen Fixpunkt-
satz. Es gilt

WY a <f(t—|—cjh U9) — f(t+ c;h, ) )

1T(U) = T(U) o =

WY ay (f(t+c]h UJ) F(t +c;h, UJ)>
f(t+C1h, Ul) t—l-Clh U

= h|[(A® Iy)
Flt+ csh, US) — f(t + csh, U?)
< h||A® In|loo max{|f(t + c;h, UY) = f(t + c;h, UD|,i=1,...,s}
N————
=[1A[leo
< h||Al|s Ly max{|U" = U|, i =1,...,s}
= g||U = Ul

O

Zur Losung des Gleichungssystems (2-3) steht z.B. das Newtonverfahren zur Ver-
figung. Im speziellen Fall des Gleichungssystems (2-3) liefert uns aber auch der
Fixpunktsatz eine Losungsmethode.
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2. Allgemeine Finschrittverfahren 23

2.9 Satz. (Fizpunktsatz) Es sei D eine nichtleere abgeschlossene Teilmenge eines
Banachraumes B. Der Operator T sei auf D erklirt und bilde D in sich ab, d.h.
T (D) C D. Er geniige in D einer Lipschitzbedingung mit einer Konstanten q < 1

1T () =Tl < glle—yll, =y,€D.

Dann hat die Gleichung x = T'(x) in D genau eine Losung T. Bildet man ausgehend
von xg € D die Folge x,1 = T(z,), so gilt

n

_ q
Iz = 2]l < 77— llz1 — @ol].

2.10 Korollar. Es gelten die Voraussetzungen von Satz 2.8. Dann konvergiert die
Folge UM™Y = T(U™) fiir U©® € RN beliebig gegen die Losung U von T(U) = U,
und es qilt

T — U™ < 20" = U9
1—g¢q
Bemerkung 5. Da sich
q=hli| Al

wie O(h) wverhdlt, folgt ¢" = O(h™) und wir gewinnen mit jedem Iterationsschritt
eine Ordnung von h. Daher empfiehlt es sich zumindest fiir kleine Schrittweiten
h, das Iterationsverfahren so oft auszufihren, wie die Ordnung des Runge-Kutta
Verfahrens angibt. Als Startwert nimmt man etwa U = (u,u,...,u), denn U®
lost das System (2-3) fir h = 0.

d) Systematische Bestimmung der Konsistenzordnung

Vorgelegt sei
u'(t) = f(t ult)),

u(ty) = a.

mit Losung u(t, ¢y, ). Das implizite Runge-Kutta Verfahren lautet:
Uy = «,

Unst =t + Y bif(ty + cih, UY),

=1

Ui:lbn‘FhZCLijf(tn—f—th,Uj), ’izl,...,s

j=1
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24 2. Allgemeine Einschrittverfahren

mit dem Koeffizienten-Tableau
c|l A

b'.
Gesucht sind systematische Bedingungen an A, b, ¢, so dass das zugehorige Runge-

Kutta Verfahren eine gewisse vorgegebene Konsistenzordnung besitzt. Ein wesentli-
ches Hilfsmittel stellen die vereinfachenden Bedingungen von Butcher dar:

- 1
B(p) :Zbicf_IZE, k=1,...,p,
i=1

- 1
C’q):Zaijcf’l:ch, i1=1,...,8, k=1,...,q,

Zbckl,— bi(l—ch), j=1,...,s k=1...m.

Die Bedingung B(p) ldsst sich auf folgende Weise interpretieren.
Betrachte das spezielle Problem

u(t) = f(t), ultm) = 0. (2-4)
Dann gilt mit 7 = ¢, + ¥(t — t,,), dr = (t — t,,)dV sofort

t 1
At b, 0) = u(t) + / F(r)dr — / Flto + 9 — ) (E — ) 0.
Fir t = ¢, + h bekommt man

1
Uty + By, 0) = h/ F(tm + 0h) dY
0

Wende ein s-stufiges Runge-Kutta Verfahren auf (2-4) an und finde:

"t Z 1 ) Z i )
Sei nun speziell f(t) = (t — t,,)*"!. Dann finden wir

1 1 k
Uty + hyty,0) = h/ (tm +Oh —t,,)" 1 A0 = h’“/ Ity = %
0 0

Entsprechend liefert das RKV

um+1—th tm + cih — t) _thbck L

i=1
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2. Allgemeine Finschrittverfahren 25

Nun folgt
1 s
= _ 1k 2 : k—1
u(tm + h,tm, 0) — Um41 = h (E - < bici ) .

Die Bedingung B(p) bedeutet daher, dass die dem RKV zugrunde liegende Quadra-
turmethode (Quadraturformel)

/0 g(t)dt =Y bigl(e)) + R(g), g€ C(0,1])

i=1

fiir Polynome ¢ mit deg(q) < p—1 exakt ist (d.h. Quadraturfehler R(q) = 0). Dabei
sind b;,i = 1,...,s die Gewichte und ¢;,7 = 1,...,s die Knoten (Stiitzstellen)
der Quadraturformel. Analog lésst sich zeigen, dass die Bedingung C'(¢q) Folgendes
bedeutet

ﬂ(to + Ciha t07 O!) - Ui<h7t07 Oé) = O(h(ﬁ‘l)’ L= 17 s S

d.h. die Stufenwerte U*(h, to, o) approximieren die Losungen zum Zeitpunkt to+ c;h
bis auf O(h?™).

2.11 Satz. (Butcher, ohne Beweis)
Gentigen die Koeffizienten b;, c;, a;; eines s-stufigen Runge-Kutta Verfahren den
vereinfachenden Bedingungen B(p), C(q) und D(m) mit

p<qg+m-+1,
p<2q+2

so besitzt das RKV die Konsistenzordnung p.

2.12 Satz. (Butcher, ohne Beweis)
Die Konsistenzordnung eines s-stufigen Runge-Kutta Verfahren kann p = 2s nicht
tiberschreiten.

e) Klassifikation der impliziten Runge-Kutta Verfahren

Wir betrachten zwei wichtige Klassen von impliziten Runge-Kutta Verfahren.

a) Gauft-Verfahren
Diese Verfahren beruhen auf der GAUSS’schen Quadraturmethode. Die Knoten
¢; erfiillen ¢; € [0,1] und sind symmetrisch: ¢s11; =1 —¢;, i =1,...,s. Die
entsprechenden Methoden erfiillen B(2s), C(s), D(s). Der Satz 2.11 impliziert
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26 2. Allgemeine Finschrittverfahren

die Konsistenzordnung p = 2s.

Va)

|
[u—
N
N

5
o=

m‘
=
=

V2)
|

[\
w
_l’_
>
=

g
m‘
=
+
=

N
[N

b) Radau-Verfahren
Diese Verfahren beruhen auf der RADAU-Quadraturmethode. Es gilt ¢; € [0, 1],
i = 1,...,s. Es gibt die linksseitige (¢; = 0) und die rechtsseitige (c¢; =
1) Quadraturmethode. Die zugehorigen Verfahren werden als Radau IA und
Radau ITA bezeichnet. Dabei erfiillen

e Radau [A Verfahren die Bedingungen B(2s — 1), C'(s — 1) und D(s);
e Radau ITA Verfahren die Bedingungen B(2s — 1), C'(s) und D(s — 1).

Daraus folgt die Konsistenzordnung 2s—1, d.h. Polynome bis zum Grad 2s—2
werden exakt integriert.

Radau TA:
s=1 o[t
=1 1
1 1
013 -2
$=2 501 5
p=3 3|1 13
103
1 4
Radau ITA:
§ i 11 implizit Euler-Cauchy
115 _ 1
3| 12 12
s=2 3 1
=3 i
3 1
1 1
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2. Allgemeine Finschrittverfahren 27

f) Das Newtonverfahren

Wir betrachten ein nichtlineares Gleichungssystem T'(u) = 0 fir 7 : U — RY mit
U C RY offen und T € C1(U,RY). Das Newtonverfahren besteht in der Iterations-
vorschrift

ueU, uthi=u"—(T'W) 'TW"), n=01,...,
falls diese durchfiihrbar ist.

Bemerkung 6. Bei der praktischen Durchfihrung lost man das Gleichungssystem
und tnvertiert niemals die Matrix:

u €U, T'(w")d"=-T"), vt :=u"+d" n=0,1,...

Das Newtonverfahren wird im Erfolgsfall abgebrochen an einer Iterierten u™, welche
T (u™)]| < &, € > 0 vorgegeben, erfillt. Fir einen Rechner mit einer Arithmetik
von 16 Stellen ist z.B. je nach Problem ¢ = 1077, j = 8,10, 12, 14 verniinftig.

Satz 2.1. (lokaler Konvergenzsatz, ohne Beweis)
Sei U C RN offen und sei T : U — RY zweimal stetig differenzierbar. Ferner
existiere eine Losung w € U von T'(u) = 0 und T"(u) sei invertierbar.
Dann gibt es eine Kugel K,(u) = {u € RY | |[u —uljoc < p} C U, p >0, so dass
T(u) = 0 keine weitere Losung in K,(u) besitzt. Fir jedes u’ € K, () existiert die
Newtonfolge

u"t =" — (T (™) T (™), n=0,1,...,

die in K,(u) liegt und gegen © konvergiert. Uberdies gibt es ein C' > 0 mit

™t — 1]l < Ollu" =72, Yn >0, v’ € K, (). (2-5)
Formelzeile (2-5) besagt gerade, dass das Newtonverfahren lokal quadratisch kon-
vergiert.

Bemerkung 7. Lisungen w von T'(u) = 0 mit T'(w) invertierbar heiffen auch regu-
lare Losungen.

SLOGAN: Das Newton-Verfahren konvergiert lokal quadratisch an einer requldren
Losung.
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28 3. Stabilitat und Konvergenz von Einschrittverfahren

3. Stabilitat und Konvergenz von
Einschrittverfahren

Vorgelegt sei die AWA
u'(t) = f(t u(t))

u(ty) = «

mit f € CL([t, tena) x RY,RY). Es existiere eine Losung u(t) € C*([to, tena), RY). Zur
Losung dieser AWA betrachten wir wie in Kapitel 2 ein allgemeines Einschrittver-
fahren der Form

T'(u) = (ulto) — a, (W™ (u(tjsr) = ulty) = V(htj,u(t))),j = 0,...,0(h) = 1)
= 0, ue (RY)™ (3-1)

Es gilt der folgende Stabilitétssatz:

3.1 Satz. (Stabilitdtssatz)

Es existiere ein h > 0 und ein L > 0, so dass die Verfahrensfunktion V einer
LipSCHITZbedingung

IV (h,t,v) = V(h,t,w)|lee < Ll|v —wl|los, 0<h<h, tEI[ty,tend
gentigt. Dann ist das Einschrittverfahren (3-1) stabil, d.h. es ezistiert ein C' > 0 mit
lur — tsgl|oo < CIT" (1) — T"(u2)||oes  Var,us € (RM)* 0 < h <h.
Beweis: Seien uy,uy € (RY)%. Wir setzen 2(t) = uy(t) — ua(t) fiir t = to + jh,
j=0,...,0(h) — 1 und erhalten

W (z(t+h) — 2(t) = [WH (wi(t+ h) —wi(t) — V(h, t,u(t))]

W ug(t + h) — us(t)) — V(h, t,us(t))]

+ [V(ht,un (1)) = V(h, t, ua(t))]

= T"(uy)(t + k) — T"(uz)(t + h) + V(h, t,ui(t)) — V(h,t,uz(t))

—

—

und schlieklich
2(t+h) = 2(t) + h (T"(w)(t+ h) = T"(uz)(t + h) + V(h, t,ui(t)) — V(h,t,us(2))) -
Mit p := ||T"(u1) — T"(us)||oo finden wir

<p

e

2t + h)llso < N2(t)lloo + R IT" (ur)(t + ) — T"(us)(t + 1) oo
RVt (6) =Vt u(t) o

<Llz(®)llee

< (1+hL)]|z(t)]|e + hp.
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3. Stabilitdt und Konvergenz von Einschrittverfahren

Wir zeigen nun die Abschétzung

j—1
(1+RLY +h) (1+hL)| p

=0

12(t)]lo0 <

Induktionsanfang (j = 0):
12(to)lloo = llua(to) = ua(to) oo = 17" (wr) (to) — T"(u2)(to) I
< TM(wr) = T"(uz) oo = p
Induktionsschritt (5 — j+1):
12t < (1 + hL)[[2(t;)loc + hp
j—1

(1+hLY +hY (1+hL)

=0

<(1+hL) p+hp

J
= |(L+hLY ™ + 1Y (L+hL)' | p+ hp

i=1

J
= [ (L+RLY*™ + 1> (L+AL) | p

1=0

Wir benutzen
n+1

i ¢ = l—q
=0 I—q
und die Ungleichung
1+ hL <exp(hL) = (1+hL) <exp(hL)’ = exp(hLj)

um weiter abschatzen zu konnen:

) o
12t < p | (1 +hLY + 1Y (1 +hL)'
=0
[ . 1—(1+hLy
=p|(1+hLy +h— T
p|TILY 1—G+hL1
[ : Ly —1
— ol +nLy + +h }
: ~1
< p |exp(jhL) + 2 th } _,o(h)

Wegen der Monotonie der Abschéitzung gilt auch

l2(tj)]le < p [eXp(g(h)hL) n exp(a(hzhL) — 1}
sp |:eXp((t6nd —to+ E)L) + exp((tEnd - zz] + h)L) — 1:|
:Zc;rconst
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30 3. Stabilitat und Konvergenz von Einschrittverfahren

fir jedes j =0,...,0(h). Somit erhdlt man

max {lla(ty) =t} = max {I+(6)} < Cp = CIT" () = T"(w) |

.....

O

3.2 Korollar. Fin konsistentes Finschrittverfahren (der Ordnung p) dessen Ver-
fahrensfunktion V' die Lipschitz-Bedingung

|V (h,t,v) =V (h,t,0)]|eo < L||v = w||so, v,w €RYN, 0<h<h, tg<t<teng
erfiillt, ist konvergent (der Ordnung p), d.h.

[ — u"lloo = max{[[@(t) — u"(t)llso, t = to + jh,j = 0,...,0(h)} = 0(= O(h")),
wobei u" die Losung von T"(u) = 0 ist.

Im Fall der Runge-Kutta Verfahren gilt nun

3.3 Lemma. (Runge-Kutta-Formel, ohne Beweis)
Vorgelegt sei u'(t) = f(t,u(t)), t € [to, tend), u(to) = a mit f : [to, tena) X RY — RY
global Lipschitz-stetig beziiglich u mit Konstante L. Sei V' die Verfahrensfunktion

eines Runge-Kutta Verfahrens mit Tableau L‘biT, und es gelte

q:=hL||Al < 1.

Dann ist die Verfahrensfunktion V= V (h,t,v) des Runge-Kutta Verfahrens global
Lipschitz stetig bzgl. v mit

s I B
Ll:Z’bAqu’ te [t0>tend]70<h§h'
=1
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4. Asymptotische Entwicklung und
Schrittweitensteuerung

a) Verschirfte Konvergenzaussagen

Wir betrachten erneut ein Einschrittverfahren der Form mit

Thu) = (u(to) — a, (k™ (ultjrr) +ulty)) = V(h tj,ult;)),j = 0,...,0(h) = 1)
= 0, uec (RY)™
mit einer Verfahrensfunktion V' € C([0, ho] X [to, teng] X RY, RY).

Unsere bisherigen Ergebnisse liefern Konvergenzaussagen der Form u" = %, +O(h?),
wobei T"(u") = 0 und O(hP) gleichmiiRig in ¢ gilt. Wir wollen diese Aussagen ver-
schiirfen zu einer asymptotischen Entwicklung des Diskretisierungsfehlers u" — @y, in
der Form

r—1
ul(t) =a(t) + Y P Tiei(t) + O(WP), teq,
=0

fiir r > 0, wobei die ¢; € C([to, tena], RYY) von h unabhiingige Funktionen sein sollen.
Die letzte Formel lasst sich schreiben als

r—1
| — (E—I— Z hp“ei) oo = O(R"TP).
=0 h

Erfiillt unser Einschrittverfahren die Stabilitatsungleichung (Definition 2.3), so folgt

=0

A r—1 ‘
oo < C||T"(uM) —T" <a+ th“ei) [
1=0

h
r—1
h

=0

r—1
|u — (ﬂ + Z h””ei>
i=0

h

Werden nun die Funktionen e; so bestimmt, dass dieser letzte Term sich wie O(h"1?)
verhélt, so erhalten wir die gewiinschte Aussage. Aus Komplexitétsgriinden wollen
wir uns dabei auf den Fall » = 1, d.h.

u(t) = a(t) + hPeo(t) + O(WPTY), teQy

=0(h)

beschrénken. Zunéchst betrachten wir das Euler-Cauchy Verfahren (p = 1):

T (@ + heo)) (to) = (@ + heo)(to) — o = T(to) + heo(to) — a = heo(to).
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32 4. Asymptotische Entwicklung und Schrittweitensteuerung

Seit € {ty+jh|j=0,...,0(h)—1}.

T (-4 heo) (¢ + ) = LRI Z TR 5y 4 ey (1)

u(t+ h) —u(t)

- ; +eo(t +h) —eo(t) — f(t, (W+ heo)(t))

= (1) + 27(1) + O(?) + hejt) + O(1?)

— J0T0)) 5 700 heolt) + O(F)
—— u
' (t)

= b |50 + ebt) — S f(aT)eon)| +O0)

Wir erhalten also
IT" (@ + heo)n) [loo = O(R?),

falls ey durch die lineare Anfangswertaufgabe

eo(to) =0
W) = A FTE)eolt) — (D), 1€ [fo,tend (41)

definiert wird. Ist f € C?([to, tena] X RY,RY), so gilt T € C3([to, tena], RY), €9 €
C%([to, tena], RY), womit die O(h?)-Terme gleichméfig in ¢ sind.

Eine Verallgemeinerung dieser Untersuchungen ist der folgende

4.1 Satz. (ohne Beweis)

Seiw € CPT Y ([tg, tena], RY) Lisung der AWA u'(t) = f(t,u(t)), u(ty) = a. Ferner
sei ein bei uw konsistentes Einschrittverfahren T"(u) = 0 der Ordnung p gegeben mit
Ve CP([0, ho] X [to, tend) X RN RY) und V = V(h,t,u) global Lipschitz-stetig in
u. Dann existieren Funktionen e; € C™H1 7 ([to, tena], RY), €i(ty) =0,i=0,...,7r—1

mat
r—1
ot - (“* 2 h) oo = OGP,
=0 h

Wir wenden nun dieses Ergebnis auf Runge-Kutta Verfahren an.
Bemerkung 8. Fir Runge-Kutta Verfahren und q € N ldsst sich V€ C([0, ho] X

[to, tend) X RN RN V' global lipschitz-stetig bezgl. u folgern, falls f € C9([to, tena) X
RN, RN) und f global lipschitz-stetig bezgl. u ist.
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4. Asymptotische Entwicklung und Schrittweitensteuerung 33

b) Schrittweitensteuerung und Fehlerschitzungen

Vorgelegt sei
u'(t) = f(tu(t), to<t<tea,

u(to) = a.

Wir fithren folgende Parameter ein:

hg >0 Startschrittweite
Rmaz > ho max. Schrittweite
k> 1 Vergroferungs- bzw. Verkleinerungsfaktor

[0, 71] Toleranzintervall fiir den geschétzten Fehler

1

Ublicherweise wihlt man x = 2 als Vergroferungs- bzw. ' = 1/2 Verkleinerungs-

faktor, die so genannte (h — %)- Steuerung
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34 4. Asymptotische Entwicklung und Schrittweitensteuerung

g:to

Ende|

h = ho a=a«
po l Ja
tZ tend
Nein
N ~ _h h - _
f1=a+ hV(h,t &) o :a—|—§V 5,25,0[
h h . h N 1
/82_U+§V(§7t+§70-) :2p_1(61_62)
A" oo Yo + M
v(AM) = . h =hei| ——=
(&%) max(1, ||&|/s) 2v(A")
Ja
Y(A") >y
Nein
a = 52
t=t+h
h = mln(fz, kh, Bpaz )

h = max(h, b)

Um dieses Verfahren zur Schrittweitensteuerung zu erstellen, benutzen wir die Ex-

trapolationsergebnisse. Sei @ Naherungswert fir u(t), und sei u(t) die Lésung von

u'(t) = f(t,u(t)),

so lisst sich der Gesamtfehler bei £ + h so darstellen:

neu hinzukommender Fehler

u(t+h) =Tt +h) = 2ﬁ€+mtaG+d
+ a(t +h) —u(t +h)

durch Dgl. fortgerpﬂanzter Fehler
(nicht mehr kontrollierbar)
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4. Asymptotische Entwicklung und Schrittweitensteuerung 35

RN
- u(t)
o a(d) o
ul(t+ h)
t:O ? ?J:r hoot

Abbildung 7: Erklarung der Schrittweitensteuerung

Fiir den neu hinzukommenden Fehler gilt nach Satz 4.1 mit r = 2
u(t 4+ h) —U(t + h) = hPeo(t + h) + h* ey (t+ h) + O(h**?)
= hP(eo(t) + hey(t) + O(h?)) + WP (eq(£) +O(h)) + O(hP*)
=0 =0
= hPHel (1) + O(hP+?)

Analog bekommt man
p+1

WP2E+R) —U(E+h) = <g)p eo(t +h) + (5) er(t+h) +O(h*?)

(g)p e%@wg(ah +O(h?)

" (g>p+1 3@ +O(h) | +O(h**?)

=0

- (g)pheg(f) +O(hP+2),

—_——
Hauptfehlerterm

Zur Schitzung des Hauptfehlerterms berechnen wir

ul(t+h) —u"*(t+h) = — (g)f’ hel(t) + hPHlel (1) + O(hPH?)

B (g>ph€6(?>(2p — 1)+ O0(h"*?)

P " h(F _ k20T
N (g) het (7) = u (t+h)2p _u1 (t+h) Lo,
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36 4. Asymptotische Entwicklung und Schrittweitensteuerung

Mit den eingefiihrten Bezeichnungen bekommt man

(@)ph% = DR o) = At o), (42)

Dies ist eine O(hP*2) Schiitzung des Fehlers. Die Grofe A" heifit deshalb auch Feh-
lerschatzer. Benutze das Fehlermafk:
A" s
pan) = —8 ke
max (1, [[u(t) (/o)

Wir testen nun, ob Y(A") in [y9,71] liegt. Im Falle v(A") > ~; versuche ein h zu
finden, mit y(A") = $(70 4+ 7). Nun gilt mit (4-2) fiir diese Schrittweite h

=Al4+O(hPt2)
G p+1
= Al = (ﬁ) A" O(RPT2  hPT2),
Naherungsweise verlangen wir also

~\ ptl
7 h Yo+ M = [0+ M

h — - h p+1 p+1 — p+1
v(A") <h> Y(A") < h 27(Ah)h S h=h (AR

=1(vo+m)

Damit ist 7 genau dann grofer (kleiner) als i, wenn y(A") Kleiner (gréfer) als dm

ist. Im Fall v(A") < 4, akzeptiere 7"/%(t 4 h) und benutze I als neue Schrlttwelten—
schéitzung.
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5. Numerik Hamiltonischer Systeme

a) Kollokationsverfahren

Vorgelegt sei die Anfangswertaufgabe

d(t) = fltu®), fe€C([totena] x RY,RY),
u(ty) = acRY (5-1)

mit einer Losung u(t, to, ). Sei s € N und seien ¢q,...,¢s € [0,1] paarweise ver-
schieden. Ein Kollokationspolynom v(t), v(t) = v(t, to, ) vom Grad s € N zu (5-1)
ist definiert durch

v(ty) = «
v'(t0+cih) = f(t0+0ih,v(t0 +Cz‘h)), 1= 1,...,8.

Als neue Naherung fiir w(ty + h, to, @) wéhlt man
Uy = U(to + h)

Ein solches Verfahren heifst Kollokationsverfahren fir (5-1).

5.1 Bemerkung. Das Polynom v mit deg(v) = s erfiillt an der Stelle ¢y, die An-
fangsbedingung und an den Kollokationspunkten tq + c;h, i = 1, ..., s die Differen-
tialgleichung (5-1).

Zwischen den Kollokationsmethoden und den Runge-Kutta Verfahren besteht ein
enger Zusammenhang.

5.2 Satz. (ohne Beweis) Vorgelegt sei die Kollokationsmethode

v(ty) = «
U’(to—FCih) = f(to—l—cih,v(to—i-cih))), 1= 1,...,8,
uy = v(to + h)

zur Losung der Anfangswertaufgabe (5-1). Ferner seien die ¢; € [0, 1] paarweise ver-
schieden. Dann ist die Kollokationsmethode dquivalent zu einem s-stufigen Runge-
Kutta Verfahren mit den Koeffizienten cq,. .., cs,

c; 1
aij = /0 L]('ﬁ) d'L9, 1 S Z,j S S, bj == /0 Lj(ﬁ) d/l97 1 S ] S S und

L;(9) = Hﬁ_cl j=1,....s

)
1 CJ —
I#j
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38 5. Numerik Hamultonischer Systeme

L;(¥) sind die Lagrangepolymome vom Grad s — 1. Sie haben die Eigenschaft
Lj(CZ'> = 51’]’7 1 S ’L,j S S.

Andererseits gilt:
5.3 Satz (ohne Beweis). Fin s-stufiges implizites Runge-Kutta Verfahren mit paar-

weise verschiedenen Knoten ¢; € [0,1], i = 1...,s und einer Ordnung p > s ist
genau dann ein Kollokationsverfahren, wenn die vereinfachenden Bedingungen C(q)

1
St = g

f, 1=1,....8, k=1,...,¢q

mit ¢ = s gelten.

5.4 Korollar. Gemdfs Satz 5.3 sind die Gauf-Verfahren und die Radau IIA Ver-

fahren Kollokationsverfahren.

b) Symplektische Systeme

Betrachte nun Hamiltonsche dynamische Systeme

. oH
X = a_y(xay)a -I(tﬂ) = Xy

, OH
y = —%(w,y), y(to) = o (5-2)

mit H € C?(Q,R), Q C R* offen. Die Losung von (5-2) sei (¢, (zo,y0)) fiir t €
J((ﬁo,yo)). Es gllt

(i) H(p(t, (z0,40))) = H(zo,90), t € J((20,%0))-
(ii) Die Abbildung ¢(t,-) ist symplektisch, d.h.

(8(2 y)go(t, (xo’yo))>T"]'a(f’ y)go(t, (wo,10)) = J := (_(}N [éV) c R2V2N.

c| A
Wende nun ein Runge-Kutta Verfahren mit Tableau auf (5-2) an. Sei h > 0,

bT
tj =to+jh, 7=0,...,0(h). Dann erhalten wir die diskrete Iteration

Tpe1 = a:n+th Xz Y’
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5. Numerik Hamultonischer Systeme 39

- OH i i
Uit = g —h Y big (XY (5-3)
i=1

mit (X1 Y1), ..., (X* Y*) Losung von

i s OH J
(X) _ (xn‘i‘hzj la’lj aﬂj(X 7Y4>>’ i:L“.’& (5_4)

v h i1 aijGy (X7, YY)
Geniigt nun %—I;, %—f einer globalen Lipschitzbedingung, so ist (5-4) fiir A > 0 hin-

reichend klein 16sbar, und wir erhalten X* = X%(h, 2, yn, A), Y = Y(h, 2, yn, A),
i=1,...,s. Einsetzen in (5-3) liefert

. OH, _, A
Tnt1 = 'rn_l_hzbia_y(XZ(haxnayn7A)7YZ<h7xn7ynaA)) = Gl(hrx’rnyn)baA))

Yn+1 = - th a Xl h xnaynaA)7Yi(h7 x’ruynaA)) = GQ(haxnvyn)ba A)

Dies impliziert

Tn+1 G1<ha Tns Yn, b> A)
= G(h,z,,yn, A b) = .
< Yn+1 ) ( oY ) < G2<h7wmymb> A)

Man nennt G(h, -, -, b, A) die Zeit h-Abbildung des Runge-Kutta Verfahrens oder die
diskrete Zeit h-Abbildung.

cl A
5.5 Definition. Ein Runge-Kutta Verfahren mit Tableau heifit symplek-

bT
tisch, falls ein A > 0 derart existiert, so dass die Abbildung G(h, -,-,b, A) symplek-
tisch fiir Schrittweiten 0 < h < h ist, d.h.

G(h,z,y,0,A)" - J- G(h,z,y,0,A)=J, 0<h<h.

8(33,3/) a(‘%?/)

Der folgende Satz charakterisiert nun die symplektischen Runge-Kutta Verfahren.

c|l A
5.6 Satz (ohne Beweis). Fin Runge-Kutta Verfahren s-ter Stufe mit Tableau

bT
ist symplektisch genau dann, wenn mit B := diag(by, ..., bs) € R®® gilt

M = BA+A"B-—w" = 0.
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40 5. Numerik Hamultonischer Systeme

5.7 Bemerkung. e Explizite Runge-Kutta Verfahren (A4;; = 0 fiir j > 4) mit
B(1), d.h. Y77 | b; = 1 sind niemals symplektisch , denn es gilt

und wegen » >, b; = 1 ist mindestens ein b; # 0.

e Bei den impliziten Runge-Kutta Verfahren muss jede Gruppe von Verfahren
separat analysiert werden. Man findet M # 0 fiir die Radau-Verfahren und
M = 0 fir die Gauk-Verfahren, d.h. nach Satz 5.6 sind die Gauf-Verfahren
symplektisch.

Es bleibt zu analysieren, ob ein symplektisches Verfahren angewandt auf eine Ha-
miltonsche Gleichung die Erhaltung der Hamiltonfunktion im Diskreten garantiert.

Wir betrachten eine beliebige autonome Differentialgleichung
u'(t) = flult)) € RY

mit Losung wu(t,u), t € J(u). Diese hat ein quadratisches erstes Integral, falls fiir
Q =u'Cu, C € RVN symmetrisch, gilt

at, u)TCut,u) = Q(u(t,u)) = Qu) = u' Cu

Aus ' Cu = u(t,u) " Cu(t,u) folgt durch Differenzieren

d ~ _ _ T aﬂ o= T — _
EQ(u(t,u)) = 2u(t,u) Ca(t,u) =2u(t,u) Cf(u(t,u)) = 0,

d.h. Q = u" Cu ist eine quadratische Invariante, falls 2uTC'f (u) =0, u € RY gilt.

5.8 Satz. Die Runge-Kutta Verfahren vom Gauf-Typ erhalten quadratische Inva-
rianten.

Beweis: Wende die Gauk-Verfahren als Kollokationsmethode auf u'(t) = f(u(t)),
u(tg) = a an. Sei v(t) das Kollokationspolynom vom Grad s und
v(ty) = «
V'(to 4+ ¢;ih) = f(v(to + cih)), i=1,...,s
u(ty) = v(to + h)
Sei nun Qv(u) = u'Cu, C € RMN symmetrisch. Fiir das Kollokationspolynom v(t)
gilt
d ~
&Q(U@f)) =20(t)"CV(t).
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5. Numerik Hamultonischer Systeme 41

Mit v(tg) = a = u(tg) und v(to + h) = u(t;) folgt

u(ty) " Cu(ty) — u(te) " Culty) = v(ty + h) Colty + h) — v(ty) " Cu(ty)

Glolto + 1) — Qo))
| i oumar

_ / o) dr

to+h
= / 2 o) CV(r) dr.
to —_———
ein Polynom
vom Grad 2s — 1

Die durch die Gewichte by, ..., by und die Knoten ¢y, .. ., ¢; der Gaulk-Form definierte
Quadraturmethode ist exakt vom Grad 2s — 1, d.h.

to

to+h S
/ 20(7) T CV(1)dr = 2 Z biv(to + c;h) T CV' (to + cih)
i=1

= u(t1) Cu(t)) — ulto) ' Cu(ty) =2 bw(ty + ¢;h) ' C V' (o + ¢;h)
N’

=1 F(oltotesh))

=23 bt + cih) T CF(u(ty + cih)) = 0.
i=1 ~ o
Yy

Y

Beachte: y"Cf(y) = 0 Vy, da Q cin erstes Integral ist. Somit folgt: u(ty)"Cu(ty) =
u(ty) "Cul(ty). Induktiv erhalten wir u(t;) " Cu(t;) = u(to) "Cul(ty), i = 1,2,3... und
der Satz ist gezeigt. O

5.9 Bemerkung. Allgemeiner als in Satz 5.8 lasst sich zeigen, dass jedes symplek-
tische Runge-Kutta Verfahren quadratische Invarianten erhélt.

Symplektische Runge-Kutta Methoden sind also besonders geeignet zur Integration
Hamiltonischer dynamischer Systeme und von Systemen mit quadratischen Invari-
anten.

5.10 Beispiel. Starrer Korper
Die Bewegungsgleichung eines rotierenden starren Korpers, dessen Massenzentrum
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42 5. Numerik Hamultonischer Systeme

im Ursprung liegt, ist gegeben durch die Euler-Gleichung. Diese lautet:

( I _ [2 B [3
Y = m1y2ys3, a1 = Il

r_ o [3 - [l
Yo = A2Y1Y3, Q2 = I 15

yé = a3zy1y2, a3 = h— b
\ 11[2

Dabei bezeichnet y(t) = (y1(¢), y2(t), y3(t)) den Drehimpuls zur Zeit ¢ und Iy, Is, I3
die Haupttragheitsmomente. Als Invarianten dienen hier die Energie des Systems

N
Hy) == (L 4+2, %
) 2<L+Jg+g

und das Normquadrat des Drehimpulses

L(y) = yi + 3 + v3-

Wir zeigen nun, dass L(y) erhalten bleibt (fiir H(y) zeigt man analog):

S L) = 20T (0 + 2W074(0) + 207400
= 27, (D) a1y (1) Y3 (t) + 295(t)axyy (1)Y3(1) + 2¥5(t)asy, (£)72 (1)
=2y, ()7, (D)5 (1) (a1 + az + as)
— oo (2R B L)
R e

= 0= L(y(t)) = L(y(0)), t=0.
Die Losungen () des Systems liegen also auf dem Schnitt der Sphére
vi+ vz + 3 = L(F(0)

mit dem Ellipsoid gegeben durch

1 (v v3 vs _
S22 ) gm(o)).
2(11+[2+[3 ((0))

Da sowohl H als auch L quadratische Invarianten sind, werden diese durch Diskre-
tisierung mit symplektischen Runge-Kutta Verfahren korrekt wiedergegeben. Wir
erwarten deshalb qualitativ gute Ergebnisse bei symplektischen Verfahren, denn
auch die diskreten Orbits liegen auf dem Schnitt der Sphéare und dem Ellipsoid.
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5. Numerik Hamultonischer Systeme 43

Abbildung 8: Phasenbild des starren Korpers

5.11 Beispiel. Restringiertes Drei-Korper-Problem

Bewegung eines kleinen Korpers (z.B. eines Satelliten) im Kraftfeld zweier grofser
Korper (z.B. Erde und Mond), d.h. m3g < min{my, ms}.

Annahme: Die Bewegung aller Koérper verlduft in einer Ebene. Idealisiert nimmt
man lberdies ms = 0 an.

In einem mitrotierenden Koordinaten-System, in welchem die beiden groften Kérper
als ruhend erscheinen, wird die Bahn (x7(¢), 23(t)) des kleinen Korpers durch die
Differentialgleichung

T+ T — 1+
wl =+ 2 — (1— ) 2t - PR

T Ty
T2 T2
"o /
Ty =xy =20y — (L —p)— — p—
1 Ty

beschrieben, wobei 71 = /(z1 + )2+ 22, 1o = /(r1 —1+p)?+22 und p =
ma/(my + mg) fiir das Massenverhéltnis der beiden grofsen Korper steht. Dem Mas-

senverhaltnis von Erde und Mond entspricht der Wert p = ﬁ.

Die Energie des Systems ist gegeben durch

1 1
H(x1, w5, 20, 75) = S((21)° + (25)°) — 5 (a1 + 23)
_ L—p B p

Ve +p)?+a23 (o — (1 —p)? + 3
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44 5. Numerik Hamultonischer Systeme

0.8

0.6

0.2r

-0.2 +

-0.6

-0.8 1 1

Abbildung 9: Phasenbild des restringierten Dreikdrperproblems

Man bringt nun die Gleichungen auf ein System erster Ordnung und sucht peri-
odische Losungen (d.h. geschlossene Satellitenbahnen). Zur Untersuchung geeignet
erscheinen symplektische Runge-Kutta Verfahren. Es ist spannend zu sehen, wie
sich explizite Runge-Kutta Verfahren oder implizite, nicht-symplektische Verfahren
verhalten.
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6. Numerische Verfahren fiir Randwertaufgaben

a) Erinnerung: Reaktions- Transportphinomene

Sei ¢(t,s) die Konzentration eines Stoffes ¢ zur Zeit ¢ am Orte s € [a, b], welche
einem Fluss unterliegt und welche durch eine Reaktion entsteht oder vergeht. Dann
lautet die Reaktions- Transport Gleichung wie folgt

Fluss Reaktion
0 0

&c(t, s)=— %J(ta s)+ f(c(t, s))

—— )t + 5 [D@%c@, s>]/+f<c<t, ).

[\

konv. Fluss diff. Fluss
Die zugehorigen Anfangs- und Randbedingungen sind

ayc(t, o) + ﬁU%c(t, o) =Y, o=ua,b,
c(0,s5) =co(s), a<s<hbh.

Wir suchen nach einer zeitunabhéngigen Losung c(t,s) = u(s). In diesem Fall be-
kommt man

—(U(S)U(S))'HD(S)U’(S)) f(u(s))
ou(0) + Bot' (o)
Das ist ein Beispiel fiir eine Randwertaufgabe (RWA) zweiter Ordnung.

a<s<hb,

= o=a,b.

Betrachte jetzt eine RWA der Form
—u"(s) = f(s,u(s)), a<s<b,
asu(o) + Bu'(0) = v,, o=a,b. (6-1)

Die Losungsverfahren fiir (6-1) unterteilen sich in 3 Gruppen

Differenzenverfahren: Hierbei werden Ableitungen durch Differenzenquotienten
in einem numerischen Gitter ersetzt.

Schieftverfahren: Bei diesen Methoden wird die Losung von (6-1) auf das Losen
von AWA zuriickgefiihrt.

Variationsmethoden: Bei den Variationsmethoden macht man einen Losungsan-
satz mit gegebenen Ansatzfunktionen v, o1, ..., oy, z.B.

s) +Zcigpi(s), c1,...,cy €ER

Man bestimmt dann ¢y, ..., ¢y so, dass (6-1) moglichst gut erfiillt wird.
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46 6. Numerische Verfahren fiir Randwertaufgaben

b) Die Idee des Schiefiverfahrens

Betrachte die RWA (Dirichlet Randwertaufgabe)

—u"(s) = f(s,u(s)), a<s<b,
u(a) = Y, (6-2)
u(b) = .
Es sei u(s,0), a < s <b, 0 € R Losung der Anfangswertaufgabe
—u"(s) = f(s,u(s)), a<s<b,
u(a) = Ya, (6-3)
uW'(a) = o.

Idee: Bestimme jetzt @ € R derart, dass u(b,7) = v,

U A

E(S, 0'2>
Yo T E(S,E)
u(s,o1)

Ya +
a b S

Abbildung 10: Schiefsverfahren

Offensichtlich gilt fiir
g(O’) = E<b7 U) — 7

die Aquivalenz

9(@) =0<u(s,7), a <s < bist Losung der RWA (6 — 2)

Zur Evaluation von g(o) fiir ein ¢ € R muss die AWA (6-3) numerisch gelost werden.
Die Bestimmung einer Nullstelle @ von ¢ erfolgt mit den aus Numerik I bekannten
Verfahren, z.B. das Bisektions- oder das Newtonverfahren. Beim Newtonverfahren

g(on)
g'(on)

Ontl = Op — , n=20,1,2,...
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6. Numerische Verfahren fir Randwertaufgaben A7

zur Losung von g(o) = 0 muss zuerst ¢'(0) = a%ﬂ(b, o) berechnet werden. Es gilt
—u"(s,0) = f(s,u(s,0)), a<s<hb.

Somit folgt durch Differentiation

. 0 _ 0 _ 0 _
—%U (S,O’) - aO'f(S’U(S’O—)) - auf(sau<870_))ao_u(svo_)a
0 _ 0
%U(CL,O’) - %’Ya = 07
0 _, 0
o (a,0) = 550 = L.
Also geniigt v(s,0) = %ﬂ(s, o) der linearen AWA
(5.0) = - f(s, (s, 0))ols.0)
Vis,0) = oo f(s, (s, 0))u(s, ),
v(a,0) = 0, (6-4)
Vv'(a,0) = 1.

Zur Auswertung von ¢g(o) und ¢'(o) ist also das gekoppelte System (6-3), (6-4) zu
16sen:
—u"(s) = f(s,u(s)), u(a) =7, u(a)=o,

—v"(s) = %(s,u(s))v(s), v(a) =0, v'(a) = 1.

Dafiir konvergiert das Newton-Verfahren unter geeigneten Voraussetzungen lokal
quadratisch, d.h.
T —0ni1| <clg—0,?, n=0,1,2

Wir betrachten nun den Fall allgemeiner Zweipunkt-Randbedingungen
—u"(s) = f(s,u(s)), a<s<b,
Oénu(ﬁ) + 5777/(77) =Y, 1n=a,b.

Sei u(s,01,02), a < s < b die Losung der AWA

—u"(s) = f(s,u(s)), a<s<b

wi(s) = was),
wy(s) = —f(s,wi(s)), (6-5)
wi(a) = o1, wy(a) = o3.
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48 6. Numerische Verfahren fiir Randwertaufgaben

Bestimme nun (51,7>) € R? mit
agt(a,ay,02) + B0 (a,51,02) = 001 + Ba02 = Va,
apt(b,T1,72) + Bt (b,T1,T2) = Y,

d.h. (71,79) ist die Losung von

(0_ o ) — aa01+6a0-2_7a _ O
9\91: 72 Oébﬂ(b? 01, 02) + ﬁbﬂ/(ba 01, 02) -7 0"

Lose g(o1,02) = 0 mit dem Newton-Verfahren. Bestimme dazu die zur Berechnung
von Dg(o1,02) notwendigen Ableitungen mﬂ(b, 01,03), mﬂ’(b, 01,02) wie
folgt. Sei

o _ o
U(S,O’l,O'Q) = (mu(s,al,az),mu(s,al,@)), (6—6)

und sei

F(s,wi,we) = (wa, —f(s,w1))

das Vektorfeld der als System geschriebenen Differentialgleichung —u”(s) = f(s,u(s))
(siche (6-5)). Durch Differentiation von (6-6) findet man, dass v die Anfangswert-
aufgabe

0
V'(s,01,00) = ———F(s,1u(s,01,09),U(s,01,02)) - v(s,01,09),

3(w1, ’lUQ)

. 8 01 .
v(a,01,00) = o1, 00) < o ) =1

16st.
Bewertung des Schieftverfahrens:

Vorteile: Es sind lediglich Anfangswertaufgaben zu 16sen.

Probleme: Die fiir das Schiefverfahren zu 16senden AWAs kénnen schlecht konditio-
niert sein, selbst wenn die zu 16sende Randwertaufgabe gutartig ist.
Beispiel:
—u"(s) = —100u(s), 0<s<3,
u(0) =1,
u(3) = exp(—30).

Zu 16sen sind Anfangswertaufgaben der Form

—u"(s) = —100u(s),
u(0) =1,
u'(0) = o.
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6. Numerische Verfahren fir Randwertaufgaben 49

Diese Familie von Anfangswertaufgaben hat die allgemeine Losung

1
u(s,0) = %((10 — o) exp(—10s) + (10 4+ o) exp(10s)).
Man erhalt ferner

1
u(3,—10) = 2—020 exp(—30) = exp(—30),

d.h. 7 = —10 ist Losung von g(o) = u(3,0) — exp(—30) = 0. Berechne

|~

u(3.7(1 +¢)) = 55 (10 + 10(1 +&)) exp(—30) + (10 — 10(1 + &) exp(30)]
= 5(

(24 ¢) exp(—30) — e exp(30))

N — DD

. %(eXp(BO) — exp(—30)).

xp(—30)

@

Relativer Fehler

u(3,0(1 +¢)) —u(3,0)
u(3,7)

_ '—%(exp(BO) — exp(—30))
exp(—30)

- g(exp(GO) 1) ~e-6-10%

Mit e = 107! (Rechnerarithmetik mit 16 Stellen) folgt

u(3,5(1+¢)) —u(3,7)

~6-10°.
u(3,7)
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50 7. Das klassische Differenzenverfahren

7. Das klassische Differenzenverfahren

a) Aufstellung des Verfahrens

Betrachte die Dirichlet’sche Randwertaufgabe
—(s) = f(s,u(s),u(s)), a<s<b,
u(a) = Ya,
u(b) = 7.

Wahle h > 0,
Q,={s;=a+jh,j=0,...,0(h)}

mit o : Ry — N definiert durch
a+ (c(h)—1)h<b<a-+o(h)h="b,
Ohne Einschrédnkung kann man immer b, = b annehmen. Unsere Randwertaufgabe
impliziert
—u"(s;) = f(sj,u(s;),u'(s;)), s;j=a+jh, j=0,...,0(h)
Wir benétigen also Approximationen fiir —u”(s;), u/(s;), s; € Q. Sei s € (a,b),
h >0 mit s + h € [a,b], dann gilt
1
u(s £ h) =u(s)+u'(s)(£h) + iu”(s)h2 + O(h%)

falls u € C?. Daraus folgt

u(s+h)—u(s—h) 1 , 1, 2 /
o7 = %—h[u(s) +u'(s)h + U (s)h* —u(s) +u'(s)h
- Eu”(s)h2 + O(h?)]

= u/(s) + O(h?)

Analog bekommt man
—u(s+h) 4+ 2u(s) —u(s—h) 1
n? ~ R
+ 2u(s)

—u(s) + u(s)h — %u"(s)fﬁ + LB+ o)

6
= —u"(s) + O(h?)
Benutze dies, um —u"(s;) und «'(s;) zu approximieren. Der Ersetzungsprozess liefert

h=2(—u(s;—1) + 2u(s;) —u(sjp1)) = f(s5,u(s;), %(U(Sﬂl) —u(sj-1))),
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7. Das klassische Differenzenverfahren 51

sj=a+jh, j=1,...,0(h)—1,
u(a) = (7-1)
ub) = u(som) = -

Das ist das klassische Differenzenverfahren. Es besteht aus 2 +o(h) — 1 =o(h) + 1
Gleichungen fiir die o(h) 4+ 1 Unbekannten u(s;), j =0,...,0(h).

Gesucht ist also ein Vektor
(u(a),u(a+h),...,u(b—h),ub) € (R)*,
welcher das Gleichungssystem (7-1) 16st. Kompakt geschrieben hat (7-1) die Form
Ay = G"(u), wu € (R)™

mit tridiagonaler Matrix

h2
-1 2 -1
Ah -1 2 -1
-1 2 -1
h?
Schreibe hierfir kurz
h2
Ah=p"2 -1 2 -1
h?
Fur
’1Ya
Fla+ hula+ h), 3 (ula +2h) = u(a)
G"(u) = :
Fb = hyu(b = 1), 55 (u(b) — u(b — 20))
b
benutzen wir die kurze Schreibweise
Ya
G"u) = f(s,u(s), s (u(s +h) —u(s—h)) |, s=a+h,...,a+oc(h)h— h.
b

Ublicherweise eliminiert man die Variablen u(a), u(b) und die Gleichungen u(a) = ,,
u(b) = ~y, aus dem System A"u = G"(u). Fiir s =a + h und s = b — h folgt

A0+ 2u(a+ h) — u(a+20) = f(a-+ hyufa + B), 5-(u(a +20) ~7,)

L~ u(b - 20)))

W2 (—ulb — 20) + 2u(b — B) = ) = f(b— h,ulb— h), =
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52 7. Das klassische Differenzenverfahren

und man erhalt die eliminierte Form

Al = G (u)
mit
2 -1
A“h =n2l=-1 2 -1]¢€¢ Ro(M)—1,0(h)-1
-1 2

und
- fla+h,ula+ h), o (u(a+2h) — 7)) + 75
G"(u) = f(s,u(s), 5 (u(s + h) —u(s — h))) , s=a+2h,...,b—2h.

fb—=h,u(b—h), 55 (% —u(b — 2h))) + %

b) Allgemeine Zweipunkt-Randwertaufgabe
Wir betrachten nun die Differentialgleichung
—u"(s) = f(s,u(s),u'(s)), a<s<b
mit den allgemeinen Zweipunkt- oder ROBINschen Randbedingungen

agu(a) — Buu'(a) Ba #0
apu(b) + Byu'(b) = By # 0

Sei A > 0. Wir definieren ein Gitter

Ya;
Vs

Q={s=a+jh, j=-1,0,...,0(h)+ 1},
d.h.a—h,a,...,b,b+ h € Q. Nun hat das Differenzenverfahren die Form

u(a+h) —u(a —h)

aau(a> - ﬁa o = Y
W (s — )+ 2uls) — u(s + ) = f(s,u(s), 5 (uls+h) — uls — 1))
s=a+jh,j=0,...,0(h) (7-2)
apu(b) + 5bu(b i h)2—hu(b —h) Vo

d.h. (o(h)4+3) Gleichungen fiir (o(h)+3) Unbekannte (u(a—h), u(a),...,u(b), u(b+

h)). Damit sieht das zu l6sende Gleichungssystem so aus:
Ay = G"(u)
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7. Das klassische Differenzenverfahren 53

mit 5 5
o Y T
1 2 _ 1
hZ B2 h2
Ah — . . ..
Loz
h h
h . h h
G"(u) = f(s,u(s),%) , s=a+jh, j=0,...,0(h).
Vo

Um die eliminierte Form zu bekommen, 16st man die erste Zeile in (7-2) nach u(a—h)

und die letzte Zeile in (7-2) nach u(b+ h) auf. Setze dann u(a — h) in die mittlere

Zeile fiir von (7-2) fiir j = 0 und w(b + h) fir j = o(h) ein. Dies liefert ein System
Ay = GMw)

mit (o(h) 4+ 1) Gleichungen fiir (o(h) + 1) Unbekannte.

c) Inversmonotone Matrizen und inversmonotone
Randwertprobleme

Ziel: Uberpriife, ob die qualitativen Eigenschaften der RWA durch die Diskretisie-
rung mit dem klassischen Differenzenverfahren korrekt wiedergegeben werden.

Sei D C R nichtleer, und seien u,v € R? (d.h. Abbildungen D — R).

Schreibe u < v (in D), falls u(s) < v(s), s € D und u < v (in D), falls u(s) < v(s),
s € D. Die so erkliarte Relation ”"<” bzw. ”<” hat die iiblichen Eigenschaften einer
Halbordnung. Dann ist ”<” und ”<” auf R*®+! und C([a, b]) erklirt.

Betrachte die linearen Operatoren

L :C*([a,b]) = C([a,b]) u+~— L(u) = —u"+pu’ +qu, p,q€ C([a,b])

ot 2 e o= ()

Mithilfe von L und R ldsst sich die RWA
—u"(s) = f(s,u(s),u'(s)) = r(s) — q(s)u(s) — p(s)u'(s), 7,p,q € C([a,b])
agu(a) — Bau'(a) =7,
apu(b) + By’ (D) = 7

umschreiben als
Lu=r

Ru=r, 7v:=Yam)
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54 7. Das klassische Differenzenverfahren

7.1 Definition. Das Paar (L, R) heifit invers monoton, wenn die RWA

Lu=r

Ru =7,

fiir jedes r € C([a,b]), v € R? genau eine Losung u besitzt, welche zusétzlich u > 0
erfiillt, falls » > 0, und v > 0. (d.h. 7(s) >0, s € [a,b], 71 > 0, 72 > 0)

Wir setzen die Bedingung
By, > 0 oder (8, =0,a, > 0), o=ua,b (7-3)
voraus.
7.2 Satz. (ohne Beweis) Vorgelegt sei die RWA Lu = r, Ru =~y mit r € C|a,b],
und es gelte (7-3). Dann sind dquivalent
(i) (L, R) ist invers monoton;

(ii) Es gibt ein e € C?*([a,b]) mit e > 0, Le > 0, Re > 0, aber nicht Le = 0,
Re = 0. (e heifst majorisierendes Element)

7.3 Korollar. Sei ¢ > 0 und es gelte

aU)ﬂUE()? a0+/80'>07 U:CL?b? (7_4)
a, + ap > 0.

Dann ist (L, R) invers monoton.

Beweis: Konstruiere ein majorisierendes Element durch e(s) = 1,a < s < b, e €

C?*(Ja,b]). Dann gilt

" /

Le=—_¢€e" +p_e +qe=q>0
=0 0

o (=) _ (0

Wir nehmen die zusammengefasste Theorie zur Behandlung linearer Randwertauf-
gaben als Richtschnur fiir die Behandlung der beim klassischen Differenzenverfahren
auftretenden Gleichungssysteme.

U

7.4 Definition. Eine Matrix A € R™¥ heifit nichtnegativ oder monoton, falls
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7. Das klassische Differenzenverfahren 55

Wir schreiben hierfiir einfach A > 0. Fiir A, B € RV setzt man A < B genau
dann, wenn B — A > 0.

7.5 Definition. o A ¢ RM™V heiRt invers monoton, falls A~! existiert und
A7 >0 gilt.

o A heifst Ly-Matrix, falls A;; <0 fiir 1 <4,7 < N mit ¢ # j.
e A heiftt M-Matrix, falls A eine invers monotone Ly-Matrix ist.

Wir setzen RY ™ := {A € RVY; A >0},

7.6 Satz (M-Kriterium, ohne Beweis). Eine Lo-Matriz A € RYYN ist genau dann
eine M-Matriz, wenn ein e € RN, e > 0 existiert mit Ae > 0 und der Figenschaft

Zu jedem iy € {1,...,N} mit (Ae);, = 0 gibt es eine Kette ig,iy...7, €
{1,,N} mit (Ae)ir >0 5 Aij717ij 7&0, j = 1,...,7’.
Verbindungseigenschaft (VE)

Ein e > 0 mit Ae > 0 und (VE) heifst majorisierendes Element fiir A.

7.7 Bemerkung. Zu einer Ly-Matrix A € R™ gibt es genau dann ein majorisie-
rendes Element e, wenn es ein e > 0 gibt mit Ae > 0.

d) Nichtlineare Gleichungssysteme

Die Diskretisierung einer Randwertaufgabe
—u'(s) = f(s u(s),u(s)),
agu(a) — Bau'(a) = va, apu(b) + Bpu’(b) =

mit dem klassischen Differenzenverfahren fithrt auf nichtlineare Gleichungssysteme
der Form Au = G(u). Wir untersuchen deshalb

a<s<b,

Au = Gu), AeR™ G:RY - RY

auf Existenz bzw. Existenz und Eindeutigkeit von Ldsungen.

7.8 Definition. o Fiir u € RY sei | u|e RY erklirt durch | u |;=| u; |, i =
1,....N.

e Eine Abbildung 7 : RN — R heift P-beschrénkt, falls P € RY™ und

|T(u) —T(w)| < Plu—v|, Yu,veRY.
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o Zue >0, e R fest wird durch ||ul|, := max{%; i=1,...,N} eine Norm
auf RY definiert.

7.9 Bemerkung. Fiir die zur e-Norm gehorige Operatornorm ist folgende Aussage
von Bedeutung. Fiir P € RY™ gilt ||P||. = || Pe]..

7.10 Korollar. Ist T : RN — RN P-beschrinkt und ist e > 0, so gilt

IT(w) =T@)e < IPllellu—vle, Yu,veRY.

Beweis. Nach Definition der P-Beschrinktheit folgt

(T = (T (Ple=eli

und wir erhalten
[T(w) =T@)le < [[Plu=v] e <Pl Tu=v[ lle = [Pl llu—2le.

]

7.11 Satz. Vorgelegt sei das Gleichungssystem Au = G(u) mit einer invers mono-
tonen Lo-Matriz A € RN und einer P-beschrinkten Abbildung G : RN — RN, Ist
dann A — P invers monoton, so besitzt Au = G(u) genau eine Lisung u € RY. Fiir
die direkte Iteration

Au™ = G™), u® € RY beliebig
gilt lim,, o0 v = . Uberdies gilt fiir den Operator T := A — G die Ungleichung

lu—v| < (A=P)"|T(w)—-T()| VYu,veRY. (7-5)

7.12 Bemerkung. Die Ungleichung (7-5) ist eine vektorwertige Stabilitdtsunglei-
chung. (7-5) impliziert

lu=vlle < [[(A=P) e - IT(u) = T(®)lle Vu,v R,

Beweis von Satz 7.11. Wir setzen H(u) := A7'G(u). H ist A~! P-beschriinkt, denn

[H(u) = H(v)| = |[A7H(G(u) - G()| < A7 |G(u) - G(v)]

<
< A'Plu—v]. (7-6)
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Nach Korollar 7.10 gilt also
|H(u) — H@)lle < [|ATPlle-flu—v]e uwoveRY

fiir jedes e > 0. Wir méchten nun den Kontraktionssatz auf T" anwenden. Dazu ist
zu zeigen, dass ein e > 0 existiert mit [|A~!P||. < 1.

Wir setzen e := (A — P)"'T und finden e > 0, da A — P invers monoton. Ferner gilt
e—A"'Pe = (I-A"'Ple = A H{A-Ple = AT > 0, dh. A 'Pe < e
Dies impliziert mit Bemerkung 7.9
IA7Plle = A7 Pelle < [le]le = 1.

Also ist der Kontraktionssatz anwendbar und liefert die eindeutige Existenz einer
Loésung @ von v = H(u), d.h. Au = G(u). Ferner gilt fiir die Iteration

u"t = H@") = AT'GU") +— Au"T = G(u)

iiberdies lim,, ., u™ = u.

Noch zu zeigen bleibt die Ungleichung (7-5). Mit T'(u) := Au— G(u) und (7-6) folgt

[u—v—AT(Gu) = G)| = |u—v|-[AT(C(u) - G())] (7-7)
> |lu—v|-A'Plu—v|= (I-A'P)|u—v]
[u—v—=ATG() - G)| = [A7(A(u—v) = (G(u) - G(v)))] (7-8)

(7-7) und (7-8) liefern
AN T(w) - Tw)] > I-A"'P)|lu—v|= A (A=P)|lu—v|. (7-9)

Wir multiplizieren (7-9) mit (A—P) A = (A—P)"(A—P+P)=I1+(A-P)"'P >
0 und finden

(A=P) ' T(w)-Tw)| > (A-P)TAA (A-P)|lu—v|=|u—v].

7.13 Definition. F': RY — RY heiflt monoton, falls gilt
F(u) <F(v) Vu,veRY mitu <w.

Sind F, G : RY — RY gegeben, und ist G — F monoton, so schreiben wir F' < G.
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Diese Definition erweitert den Begriff der monotonen linearen Abbildung von RY-"

auf den Raum der nichtlinearen Abbildungen RY — R,

Seinun G : RY = RY und Q, P € R¥N mit Q < G < P, d.h.
Qv—u) < GW)—Gu) < Plv—u) Yu,v€RY mit u <.
Analog zu Satz 7.11 kann man in dieser Situation zeigen

7.14 Satz (ohne Beweis). Sei A eine Lo-Matriz, G : RN — RN erfiille Q < G < P
fiir Q, P € RV, Ferner sei R := %(P—i—Q) und A— R, A— P seien invers monoton.
Dann, besitzt die Gleichung Au = G(u) genau eine Losung @ € RN. Uberdies gilt fiir
den Operator T := A — G die Ungleichung

lu—v| < (A=P)"|T(w)—T(@)| VYu,veRY. (7-10)

e) Anwendung auf Randwertaufgaben

Vorgelegt sei wieder die Differentialgleichung
—u"(s) = f(s,u(s)), a<s<b (7-11)
mit den allgemeinen Zweipunkt-Randbedingungen

O‘au(a) - 5au/(a) = Ya;
apu(b) + Byu'(b) =, (7-12)
und es sei A"u = F"(u) das durch Diskretisierung von (7-11), (7-12) mit dem klassi-

schen Differenzenverfahren in eliminierter Form entstehende nichtlineare Gleichungs-
system. Dann findet man mit b, = a + o(h)h

e im Fall von Dirichlet-Randbedingungen (a, = a, = 1, B, = B, = 0)

2 -1
1 -1 2 -1
hoo_ :
A= 5
-1 2 -1
-1 2
fla+h,u(a+h))+ 5
Fh(u) = f(s,u(s)) , s=a+jh, j=2,...0(h)—2.

f(bh — h, U(bh - h)) + %
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e bei allgemeinen Zweipunkt-Randbedingungen (5, # 0, £, # 0)

2aqh

2_‘_? 2
—1 2 -1
Al = — ) )
-1 2 -1
2aph
—2 24 2uh

fla,u(a)) + 2
F'(u) = f(s,u(s)) ., s=a+jh, j=1,...0(h)—1
S (bn, u(by)) + 22

sowie entsprechend in den gemischten Féllen.

Fiir unsere Analyse setzen wir die Vorzeichenbedingung
gy Bay @y By >0, g +ap >0, ag+ £, >0, ap+ >0 (7-13)

voraus. Zusatzlich sei jetzt eine Lipschitzbedingung angenommen.

Es gibt ¢, 1 € C(]a, b]) mit

q(s)(ur —ug) < f(s,u1) — f(s,uz) < p(s)(ug —ug), a <s<b, ug > us.
(LIP)

Wir setzen
Q" = diag(q(s); s € ), P" = diag(u(s); s € ).
Fiir je zwei Vektoren u,v € R®* mit v > u gilt dann
(@ @-uw)(s) = al)(v(s) = u(s)) < f(s,0(5)) — f(s,uls)) =
(F"()(s) = (F"(w)(s) < p(s)(v(s) —u(s)) = P"(v—u)(s), s € Wy,
d.h. Q" < F < Ph,
7.15 Korollar. Unter den Voraussetzungen (7-13) und (LIP) besitzt das klassische

Differenzenverfahren zu (7-11), (7-12) genau eine Losung w € R® | falls die Matriz
Al — P invers monoton ist.

Beweis. Da A" eine Lo-Matrix und A" — P" invers monoton ist existiert nach dem
M-Kriterium und Bemerkung 7.7 ein ¢ > 0 mit (A"—P")e > 0. Mit R" = 1 (P"+Q")
folgt R" < P" und somit

(A" —RMe > (A" —P"e > 0,

d.h. ist nach dem M-Kriterium ebenfalls invers monoton. Also zeigt Satz 7.14 die
Behauptung. ]
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8. Konvergenz des klassischen Differenzenverfahrens

a) Konsistenz des Verfahrens

Betrachte die Dirichlet’sche Randwertaufgabe

—u"(s) = f(s,u(s),u'(s)), a<s<b,
u(a) = Ya,
u(b) =7

mit der Losung @ € C?[a,b]. Es sei h > 0,
Q,={s;=a+jh,j=0,...,0(h)}
mit o : Ry — N definiert durch
a+ (o(h) —1)h <b<a+o(h)h=b,.

Ohne Einschrankung kann man immer b, = b annehmen.

Nun gilt in nicht eliminierter Form T"(u) := A"y — G"(u) = 0 mit

Ah — h72

und

8.1 Satz. Sei f lokal lipschitz stetig in der dritten Variablen, d.h. zu beliebig vor-
gegebenen Ky, Ky > 0 exisitiert ein L = L(Ky, K3) > 0 mit

|f<5,u,'l)1)_f<$,u,'l)2>| S L|U1—'U2|,
a<s<b |ul <Ky, |vi], [va] < Ko

Das nicht eliminierte klassische Differenzenverfahren T"(u) = 0 ist C*-konsistent
der Ordnung 2 fiir Nullfolgen (hy,)nen mit h, = (b — a)/M,.
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Beweis. Wir berechnen den Konsistenzfehler. Dabei setzen wir @, :=u |q, .
Sei s € {a,b}, so gilt
(@) (s) = T(s) —v, = 0.
Im Fall s € {a + h,a + 2h,...,b— h} findet man
1 — — — —//
— (—u(s —h) 4+ 2u(s) —u(s+ h)) + u’(s)
h? ——
=—f(s,u(s),@ (s))

(u(s+h) —u(s — h)))‘

7" (@) ()] =

1

+ (s, (s), 7 (5)) — (s,0(5), 5

% (=a(s = h) + 2u(s) = (s + h)) +7"(s)

IN

+ (8-1)

+ "o

f(s,u(s),u'(s)) — f(s,u(s) i(ﬂ(s +h) —u(s — h)))‘

L (s — )+ 20(s) — (s + b)) +7'(s)

2 +

+L

7(s) % (s + h) — (s — h))’ |

Um die C*-Konsistenz der Ordnung 2 in (8-1) zu zeigen, bendtigen wir

% (—t(s — h) +2u(s) —u(s + h)) +@"(s)| < Cih* 0<h<hy (82)
und
% (s +h) — (s — b)) —(s)| < Coh?, 0<h < hy. (8-3)

Unterstellen wir (8-2), (8-3), so folgt
IT" (@) (s)] < C1h* 4 LCyh?, 0 < h < hg, s=a+h,...,b—h,
d.h. C*-Konsistenz der Ordnung 2.
Noch zu zeigen bleiben (8-2), (8-3). Nach Taylor gilt fiir u € C*:
h? h3
u(s+h) = u(s) £ hu'(s)+ ?ﬂ”(s) + En’”(s)

4

h
+2_4u””(77i)7 nN- € [S - h75]7 Ny € [S?S + h] (8_4>

Somit folgt mit (8-4)

1 _ _ —
o, (s + ) = (s — b)) = (s)
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_ i(ﬂ(S) + ﬂ/(s)h + h—2ﬂ//(5) + h_ga//l(s>+ ]’L_Z]tﬂllll(?7 )
2h 2 6 24 +
h2 h3 h4 "

—u(s) + hu'(s) — ?E"(S) + Eﬂ"’(s) — oY (n-))
—'(s)]
h? h

3 a"(s) + g(

EHH(UJr) . ﬂ”"(n))' S C2h2

mit Cy > 0 geeignet.
Mit (8-4) finden wir tiberdies

% (—i(s — h) + 2a(s) — (s + h)) + 7" (s)
= ‘h_g (—ﬂ(s) + hu'(s) — %ﬂ”(s) + %H”'(s) — %u""(n_)
+2u(s)
— —/ h2 —// h3 —/1 h4 " —//
—u(s) — h'(s) — P (s) — o (s) — ot (17)) +u"(s)
h2

= LI+ 7" )] < il

]

8.2 Bemerkung. Im Fallw € C? erhilt man lediglich pure Konsistenz, d.h. T"(u) =
0 ist C*-konsistent.

b) Stabilitidt des klassischen Differenzen-Verfahrens

Vorgelegt sei die Randwertaufgabe

—u'(s) +pu'(s) = f(s,uls)), a<s<b,
u(@) = 7, (8-5)
ud) = Y.

Es gelte p € Cla,b], f € C([a,b] x R). Ferner gelte fiir zwei Funktionen ¢, u € Cla, b]

q(s) (w1 —uz) < f(s,ur) = f(s,u2) < p(s)(ur — ug),
a<s<b, u,uy € R, uy > us. (LIP)

Desweiteren sei mit p aus (LIP) das Paar (L, R) gegeben durch
Lu = —u"+pu —pu, Ru = (u(a),u(b)) (8-6)
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8.3 Satz (ohne Beweis). Betrachtet werde die Randwertaufgabe (8-5) . Es gelte
(LIP) und das Paar (L, R) aus (8-6) sei invers monoton. Dann hat die nichtlineare
Randwertaufgabe (8-5) genau eine Lisung u € C?([a,b]).

8.4 Satz (Konvergenzsatz). Vorgelegt sei die Randwertaufgabe (8-5) unter den Vor-
ausssetzungen von Satz 8.3. Dann besitzt das klassische Differenzenverfahren zu (8-
5) fiir hinreichend kleines h genau eine Losung u”. Das Verfahren ist C*-konvergent
der Ordnung 2 fiir Nullfolgen der Form (hy)nen, hn = (b—a)/M,, gegen die eindeu-
tige Losung w von (8-5).

Beweis. In dieser Situation haben wir T"(u) = A"u — F"(u) mit der Gitterfunktion
u= (u(a),u(a+h),...,u(b—h),u(b)) und

1
h _ s _ _ s
AV = | op2 B gpm2 2 Bl )
1
Ya
Fl'(u) = f(s,u(s)) |, s=a+h,....b—h.
To

Die Konsistenz des Systems ist dabei nach Satz 8.1 klar.
Um die Stabilitat einzusehen, gehen wir wie folgt vor. Mit (LIP) und

Q" = diag(0,q(a+h),...,q(b—h),0),
P" = diag(0,u(a+h),...,u(b—h),0)

folgt Q" < F" < P". Ferner ist A" eine Ly-Matrix, falls [ p(s)[< 2 fir a < s < b.
Dies ist fiir h > 0 hinreichend klein immer der Fall.

Da das Paar (L, R) invers monoton ist, existiert nun eine nicht negative Losung der
Aufgabe

—e"+p —pe = 1, e(a)=1, e(b) =1. (8-7)
Fiir die Losung e aus (8-7) zeigen wir im Folgenden:
i) Es gilt 0 <e(s), a <s<b.

ii) Es existiert ein C* > 0 mit (A" — P")e;, > C*I fiir 0 < h < hy. Dabei
bezeichnet ej, := e |q, .

Wir unterstellen zunichst i), ii) und schlieRen weiter. ii) stellt sicher, dass A" — P"
eine M-Matrix ist. Ferner gilt mit R" := $(Q" + P") < P" sofort

(A" — RMe, > (A" — PMe, > C1,
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d.h. A" — R" ist nach Bemerkung 7.7 ebenfalls eine M-Matrix.

Damit sind die Voraussetzungen von Satz 7.14 erfiillt. Das System T"(u) = Ahu —
F"(u) = 0 hat also fiir A~ > 0 hinreichend klein genau eine Losung ", und es gilt
die Stabilitatsungleichung

lu—vlloo < (A" = P)7Hloo - 17" (u) = T"(0) oo, uw,v € R?, 0 < h < ho.

Ferner folgt aus ii) sofort (A" — P")™'T < Z:ej, und somit erhalten wir

A" = PY e = (A" = P M < el
C
< émax{\e(S)h a<s<b)

Damit ist die Stabilitdt dann gezeigt.
Noch nachzutragen bleibt der Beweis von i) und ii).

Beweis von i): Wegen e(a) = e(b) = 1 > 0 kann e(5) = 0 nur fiir ein 5 €]a,b|
auftreten. Wegen e(s) > 0 auf [a, b] folgt dann aber €/(5) = 0 und €”(5) > 0. Dies
steht im Widerspruch zu

1 = (Le)(3) = (=" +pe' —pe)(s) = —€"(5).
Beweis von ii): Das klassische Differenzenverfahren zu Le = 1, Re = (1,1) lautet
By = M"y + T mit
B" = | —p2-) oop=2 2 B0 | s—q b b—h
1
und
M" = diag(0, u(a + h),...,u(b—h),0).

Dies liefert B" = A" und M" = P". Wir erhalten mit e, := ¢e|g, sofort

1
(A" — P"e, = T+ (A", — Plep, — 1) > T—|[(A" — P")ep — || T > 5l
—0 fﬁ; h—0

fiir A > 0 hinreichend klein, da das klassische Differenzenverfahren C?-konsistent ist
und ii) ist gezeigt. ]

8.5 Bemerkung. Werden bei der Randwertaufgabe (8-5) die Dirichlet’schen durch
allgemeine Zweipunkt-Randbedingungen ersetzt und gelten die Vorzeichenvoraus-
setzungen (7-13), so lésst fiir das klassische Differenzenverfahren zu dieser Aufgabe
ebenfalls C*-Konvergenz der Ordnung 2 sicherstellen.
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