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8. Ubungsblatt zur Mathematischen Statistik

Aufgabe 1

Sei 0,, ein Schitzer fiir 6 € R mit /n(f, — 0) <, N(0,v(0)) fir n — oo, wobei N(0,v(0)) die
Normalverteilung mit positiver Varianzfunktion v(#) bezeichnet. Konstruieren sie einen Schétzer
0, fiir den gilt /7 (6, — 0) <> N(0,w(6)), wobei w(6) = v(0) fiir 6 # 0y und w(fo) = t2v(fo) gilt
mit einem beliebigen 6y € R und t > 0.

Aufgabe 2
Die Zufallsvariable X sei bedingt auf A geméfl Poi(\) verteilt, d.h.
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wobei )\ dle a prlorl—Verteilung G(a, ) besitzt, wobei G(a, 3) die Gammaverteilung mit Dichte
fas(A) = fry AY™ Lexp(—BA), A > 0 bezeichnet. Dabei nehmen wir an, dass @ € N und 8 > 0
gelte und a bekannt seien.

(a) Zeigen Sie, dass die unbedingte Verteilung von X eine negative Binomialverteilung ist.
(b) Zeigen Sie, dass die a posteriori-Verteilung von A\ wieder eine Gammaverteilung ist.

(c) Zeigen Sie, dass der Bayes-Schétzer fiir A bzgl. der quadratischen Verlustfunktion basierend
auf einer Beobachtung von X gegeben ist durch
“ 1 0 «
A X+ —.
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Aufgabe 3

(a) Essei X = (Xi,...,X,) eine beliebige Stichprobe mit Ordnungsstatistiken X(y),. .., X(y).
Welche der folgenden Statistiken sind equivariant bzgl. einer linearen Transformation y =
ax + b mit a,b € R.

(1) Thi(X) = Xy, (i) T2(X) = Xy, (ili) T5(X) = (Xq) + X)) /2-

Betrachten Sie fiir 1 < r < s < n die Statistik

S
=2 X
i=r
Fiir welche Werte von r und s ist Ty equivariant bgzl. linearer Transformationen?

(b) Es sei X = (Xy,...,X,) eine Stichprobe mit Werten auf dem Halbkreis S = {(x,y) €
R? : 22 + y? = 1,y > 0}. Jeder Winkel 6 € [0,7) kann (eindeutig) dem Punkt s =
(Re(e'), Im(e')) € S zugeordnet werden. Damit lassen sich die Statistiken T3 = sz und
Th=s 1001y +00) definieren, wobei # das arithmetische Mittel und 0(1) bzw. 0, das Mini-

2 V(1) TY(n)
mum bzw. Maximum der Winkel 61, ...,60, von X bezeichnet.
Zeigen Sie, dass T und T5 equivariante Statistiken bzgl. Rotationen auf S um einen Winkel
0 < ¢ < sind.



Aufgabe 4

(a)

Es sei (X1,...,X,),n > 2 eine Stichprobe aus einer Exponentialverteilung auf dem Inter-
vall (a,00) mit Skalierungsparameter 6, d.h. die Dichte von X ist gegeben durch

fx)=0"te @0 5>
Zeigen Sie, dass Y ;| (X; — X(1)) und X(;) unabhéngig sind fiir beliebige (a, ).

Es sei (X1,...,X,),n > 2 eine Stichprobe aus einer Uniformverteilung iiber dem Intervall
[a,b], wobei —oo < a < b < oo. Zeigen Sie, dass Z; = (X(;) — X1))/(X(n) — X)) fiir
i =2,...,n— 1 unabhéngig von (X(y, X(y) ist.
Hinweis: Benutzen Sie dabei, dass die gemeinsame Lebesguedichte von (X (), X(,,)) gegeben
ist durch
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