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3. ["Jbungsblatt zur Mathematischen Statistik

Aufgabe 1 Gegeben seien X1, ..., X, unabhingig identisch U(0, §)-verteilt mit § € © = (0, o)
und die fiir 6 suffiziente Statistik 7'(X) = maxi<i<n X;.

(a) Zeigen Sie, dass S(X) = 23" | X; erwartungstreu fiir 6 ist und berechnen Sie Varg(S(X)).

n

(b) Berechnen Sie S(X) = E[S(X)|T(X)] und bestimmen Sie Varg(S(X)). Vergleichen Sie
die Ergebnisse aus (a) und (b) mit dem Rao-Blackwell-Theorem.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass die bedingte Verteilung X;|7(X) durch %5T(X)+”T_1U(O, T(X))

gegeben ist. Dabei bezeichne 4, das in x konzentrierte Punktmaf.
(c) Zeigen Sie, dass T'(X) minimal suffizient ist.

(d) Bestimmen Sie den MVUE fiir 6.
Aufgabe 2 Es seien X = (X1,...,X,,) unabhéngig identisch verteilt mit

0 falls x = —1
Py(Xi =) = { (1—0)26% falls z € Ny
und # € © = (0,1), wobei Ny = {0,1,2,...}.
(a) Zeigen Sie, dass

T(X) = (Z 1y(Xi), ) Xily, (Xi)>
=1 =1

minimal suffizient fiir 6 ist.
Hinweis: Vergleichen Sie die von T'(X) induzierte Partition mit Theorem 1 in Kapitel
2.3.2.

(b) Ist T'(X) eine (beschrénkt) vollstdndige Statistik?

Aufgabe 3 Zeigen Sie, dass die folgenden Familien von Verteilungen 2-parametrige Exponen-
tialfamilien sind und geben Sie C, Q;, t;, j = 1,2 und h an.

(a) Die Familie der Gammaverteilungen mit Dichte

o
fir 2 >0 mit I'(p) = / tP~letdt
0

Apxp—le—Ar

@A) =g

wobei A, p > 0.

(b) Die Familie der Betaverteilungen mit Dichte

21— x)5 7t L(r)T(s)
brs(z) = ——F—— fu 1 it B(r,s)=——"=
s(z) Birs) ir z € [0,1] mit B(r,s) T+ 5)
wobei r, s > 0.
Nehmen Sie nun an, dass Xy, ..., X, unabhéngig, identisch verteilte Zufallsvariablen sind mit

einer der obigen Verteilungen.

(c) Geben Sie die natiirliche suffiziente Statistik an fiir (p, A) bzw. (r, s).



