Reelle Algebra

Prof. Dr. Alexander Prestel*
Wintersemester 2007/08

*geTEXt von David Grimm, Tim Netzer, Ute Otterbeck und Sven Wagner

1



Inhaltsverzeichnis

(1 Angeordnete Korper|

(1.1  Anordnungen und Positivbereiche| . . . . . . . .
(1.2 Fortsetzungen von Anordnungen|. . . . . . . ..
(1.3 Reell abgeschlossene Korper| . . . . . . . .. ..

[2  Semialgebraische Mengenl|

2.1 Allgemeines| . . . . .. ... ... ... .. ...
[2.2  Projektionssatz . . . ... ... ... ... ...
[2.3  Beweis des allgemeinen Projektionssatzes| . . . .
2.4 Anwendungen des Projektionssatzes| . . . . . . .
241 Das 17, Hilbertsche Probleml . . . . . . .
[2.4.2  Der Satz von Artin-Lang/ . . . . . . . ..

[3 Reelle Ringe|

[3.1 Das reelle Spektrum| . . . . ... ... ... ..
[3.2  Die spektrale Topologiel. . . . . . . . ... ...
[3.3  Das reelle Spektrum von R[Xy,..., X, [ . . . ..
(3.4 Der Positivstellensatz . . . . . ... ... .. ..
[3.5 Archimedische Ringe| . . . . . . . .. ... ...

4 Quadratische Moduln|

[4.1  Semi-Ordnungen auf Korpern| . . . . . . .. ..
[4.2  Quadratische Moduln aut Ringen| . . . . . . ..

19

........ 19
........ 20
........ 22
........ 34
........ 35
........ 37

41

........ 41
........ 46
........ 50
........ 57
........ 66

79

........ 79
........ 82

4.3 Archimedische quadratische Moduln von R|Xj, ...

X, . ... 87

A Ubungsaufgaben|
[Literaturl

97

120



1 Angeordnete Korper

1.1 Anordnungen und Positivbereiche

Definition 1.1. Eine zweistellige Relation < auf einer Menge heif3t partielle
Ordnung, falls fiir alle Elemente a, b, ¢ der Menge gilt:

(i) a<a
(i) a<bundb<a=a=0b
(ii) a<bund b<c=a<ec
Die Ordnung heif3t lineare Ordnung, falls zusétzlich fiir alle a, b gilt:
(iv) a <boder b < a.

Die Mengeninklusion C ist beispielsweise eine partielle aber nicht lineare
Ordnung auf der Potenzmenge einer Menge.

Definition 1.2. (K, <) heifit angeordneter Kérper, falls K Korper und <
lineare Ordnung von K ist und fiir alle Elemente a, b, c € K zusétzlich gilt

i) a<b=a+c<b+c
(ii) 0 <a,b= 0 < ab.

Folgerungen 1.3. Ist (K, <) angeordneter Korper, so gilt fiir alle Elemente
a,b,ce K:

0) a<b<=0<b—a
(i) 0<a®:

0<a=0<d’

a<0=0<—-a=0<(-a)(—a)=a’

(ii) a <b,0<c=ac<bc:

a<b=—=0<b-—a
= 0<(b—a)c
= ac < be
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(i) 0<a<b=0<73<2:

1
fiir allecgilt:0<c:0<%:—7 also
c c
— 1 1
0<b—a:>0<b -
ab a b

(iv) 0<ab<= 0<%

(v) 0 <n fur allen € N\ {0} :
Induktion iiber n:
n=1:0<1*=1
n—n+1:0<n=—=1=140<n+1

—0<1<n+1
Insbesondere hat K die Charakteristik 0.
Beispiele 1.4. (1) (Q,<),(R, <)
(2) Betrachte die Einbettung ¢g: Q(v/2) — R, v/2 — /2. Dann definiert

a <o B <= po(a) < po(B)

eine Anordnung auf Q(\/ﬁ) Analog erhilt man eine Anordnung fiir

o1 Q(V2) — R VE s V3.

(3) R(X) : definiere fiir f = a, X" + a, 1 X" + -+ 4+ @, X" € R[X] mit
a. #0:

0< fi<=0<a,
(d.h. f > 0 gdw. der kleinste nichttriviale Koeffizient von f gréfier 0),
anschlieffend fiir f,g € R[X]

g<f <= 0<f—g
f

0<§ <~ 0< fyg

Dies liefert eine Anordnung auf R(X) mit 0 < a £ X fiir alle « € R
mit 0 < o, d.h. £X < a. X ist also positiv aber kleiner als alle reellen
Zahlen. Insbesondere gilt n < X! fiir alle n € N.
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(4) R((X)) : Korper der formalen Potenzreihen, d.h.

R((X)) := {iaiXi |m e Z,a; € R}.

i=m
Die Anordnung wird analog zum vorherigen Beispiel definiert.

Definition 1.5. (K, <) heifit archimedisch angeordnet, falls es zu jedem « €
K ein n € N mit a < n gibt.

Satz 1.6 (Holder). Jeder archimedisch angeordnete Korper (K, <) erlaubt
einen ordnungstreuen Monomorphismus in (R, <), d.h. es gibt eine Abbildung
0: K — R mit

(1) o ist Monomorphismus und
(2) a < B <= o(a) < o(B) firallea,ecK.
Wir benétigen fiir den Beweis das folgende Lemma:

Lemma 1.7. Sei (K, <) archimedisch. Dann liegt Q dicht in (K, <), d.h. zu
a<bin K gibt eseinr € Q mita <r <b.

Beweis. Sei a < b, d.h. b—a > 0. Also gilt 0 < ﬁ < m fiir ein m € N, da
K archimedisch. Daraus folgt 1 < m(b — a), also ma < mb — 1. Wihle nun
ein n € Z minimal mit mb < n 4 1. Damit gilt

ma < mb—1<n < mb,

und somit

a < < b.

n
m

O
Sei wieder (K, <) ein angeordneter Korper und O,U C K. Wir schreiben
U < O fiir die Aussage, dass u < o gilt fiir alle u € U,0 € O.

Definition 1.8. (K, <) heifit schnittvollstindig, falls fiir alle U,O C K mit
U,O#Qund U <O ein a aus K mit U < {a} < O existiert.
U < O heiit Dedekindschnitt, falls U,O # () und U U O = K.

Lemma 1.9. Jeder schnittvollstindige Korper (K, <) ist archimedisch.



4 1 ANGEORDNETE KORPER

Beweis. Annahme: Es gibt ein oy € K mit n < qq fiir alle n € N. Setze
U:=Nund O:={a€ K|a>u firalleueU} > q.

Sei U < <O fiir ein § € K. Dann gilt N < 3, also auch N < § — 1, und
somit # —1¢€ O, d.h. g <[ — 1, Widerspruch. O]

Beweis. (zum Satz von Holder) Betrachte zu a € K die Mengen
Uy, ={s€Q|s<alund O, :={reQ|a<r}.

Es gilt U, < 0,,U, U0, = Q,U,NO, = () und U,,0, # O (da K archi-
medisch). Da R schnittvollsténdig ist, gibt es ein x € R mit U, < = < O,.
Dieses z ist eindeutig bestimmt, denn sei U, < 2’ < O, und etwa x < 2/, so
wahle t € Q mit x < t < 2/. Dann gilt

t<i =tel,
r<t=teq0,,

Widerspruch.
Setze nun p(a) := z. Dann ist ¢ (nach Aufgabe eine ordnungstreue
Korpereinbettung (hierfiir wird Lemma [1.7| benotigt). O

Korollar 1.10. (R, <) ist bis auf Isomorphie der einzige schnittvollstindige
Korper.

Beweis. Sei (K, <) schnittvollstindig. Dann ist (K, <) nach Lemma |1.9] ar-
chimedisch und l&sst sich also ordnungstreu in (R, <) einbetten. Es ist somit
nur noch die Surjektivitat der Abbildung aus dem vorherigen Beweis zu zei-
gen.

Zu z € R definiere die Mengen U, und O, wie oben. In K gibt es dann ein
Element a mit U, < {a} < O,, dieses ist aber offensichtlich Urbild von x
unter der oben definierten Abbildung. m

Definition 1.11. Sei 7" C K. T heifit Prdpositivbereich oder Prdordnung,
fals T+ T CT, T-TCT, K?CT und —1 ¢ T gilt.
T heiBt Positivbereich, falls zusétzlich T U —T = K gilt.

Beachte: Ist T ein Positivbereich, so folgt K? C T schon aus den anderen
Axiomen:

aeT=da*=aaeT
—a €T = a*=(—a)(—a) €T.
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Beispiel 1.12. Ist < eine Anordnung auf K, so ist
Po:={zreK|0<uz}

ein Positivbereich.

Lemma 1.13. FEs sei P C K ein Positivbereich. Dann definiert
a<pbi<—=b—acP

eine Anordnung <p auf K.

Beweis. -a<awegena—a=0=0%¢cP.

ca<bb<c=—a<cwegen P+ P CP.

ca<bb<a= a=>bwegen PN—P = {0} (gibees 0 £z € PN—P,
so wire —1 = z(—z)% € P, Widerspruch).

- a<boderb<awegen PU—-P =K.
ca<b= a+c<b+ctrivial.

- 0<a,0<b=0<abwegen P-P C P.

Bemerkung 1.14. Es gilt

PWSPWng:P
<~ Po o <p. =<

)

also entsprechen sich umkehrbar eindeutig:
{Anordnungen auf K} «— {Positivbereiche von K} .

Lemma 1.15. Sei T ein Prapositivbereich von K und x € K\ T. Dann ist
T — 2T =:T" ein Prdapositivbereich.

Beweis. Es gilt offensichtlich K? C T — T sowie (T — xT) + (T — z2T) C
(T — xT). Weiter gilt (T — 2T)(T — 2T) CT — 2T +2*T C T — 7.

Falls —1 = t; — xty fiir gewisse t1,to € T, so ist x = (1 + tl)% e T,
Widerspruch. O
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Satz 1.16. SeiI" Prdpositivbereich. Dann gilt

T = ﬂ P (P Positivbereich).

TCP

Beweis. “ C 7 : klar.

“D7:Seix € (VpcpP und x ¢ T. Dann ist 7" := T — 2T nach Lemma
ein Prépositivbereich und —z € T’. Wihle mit Zorns Lemma einen
maximalen Prapositivbereich P iiber T7”. Da P maximal ist, folgt y € P oder
—y € P fir alle y € K, wiederum mit Lemma [[.15] Damit ist P aber ein
Positivbereich. Da —x € P und T C P, also auch = € P, folgt z = 0,
Widerspruch zu o ¢ T O

Wir betrachten nun

ZKQ = {zn:aﬂneN,aiEK}.

i=1
Offensichtlich gilt Y- K2+ Y>> K? C > K? und K? C Y K2

Lemma 1.17. Ein Korper K besitzt genau dann eine Anordnung, wenn —1 ¢
STK?.
Beweis. “ =" :klar, da 0 <Y a?.

“er: —1¢ > K*= T =) K? ist Priordnung. Sei P 2O T maximale
Praordnung, dann ist <p eine Anordnung auf K. O

Definition 1.18. K heiit reeller Korper, falls —1 ¢ > K.
Beachte: K reell = > K? C T fiir alle Prdordnungen 7.
Mit Lemma [1.17| und Satz erhalten wir fiir einen Korper K:
a) K besitzt eine Anordnung <= K ist reell.

b) K besitzt eine archimedische Anordnung <= K ist ordnungstreu in
R einbettbar.



1.2 Fortsetzungen von Anordnungen 7

1.2 Fortsetzungen von Anordnungen

Sei L/K eine Korpererweiterung, <; eine Anordnung auf K und <, eine
Anordnung auf L. Wir sagen dass <5 die Anordnung <; fortsetzt, falls fiir
alle a,b € K gilt a <y b <= a <5 b. Dies ist dquivalent zu P, N K = Py,
wobei P; der zu <; gehorende Positivbereich ist.

Notation: (K,<;) C (L, <s) oder (K, P;) C (L, P,).

Lemma 1.19. Ein Positivbereich P von K kann genau dann auf L fortgesetzt
werden, wenn die Menge

i=1
eine Prdordnung von L ist.

Beweis. “ = 7 : Sei (K,P) C (L,P'). Dann gilt T,(P) C P', also —1 ¢
Ty (P). Damit ist 77, (P) aber eine Préaordnung, da die restlichen Bedingungen
offensichtlich immer erfiillt sind.

“<«< 7 :Sei PP D TL(P) ein maximaler Prépositivbereich und damit ein
Positivbereich von L. Dann gilt P C P” := P'N K. Daraus folgt P = P” mit
der folgenden Behauptung;: ]

Behauptung 1.20. Sind P C P’ Positivbereiche von K, so gilt P = P'.

Beweis. Seix € P,z ¢ P, dann folgt —x € P C P’ also x = 0, Widerspruch
uzx ¢ P. O

Satz 1.21. Sei L = K(y/a) fir ein a € K\ K?. Sei P Positivbereich von K.

Genau dann hat P eine Fortsetzung auf L, wenn a € P.

Beweis. “="":Sei (K,P) C (L,P"). Dann gilt a = (y/a)> € PNK = P,
“<«7:8Seiae€ P. Annahme: —1 € T (P), d.h.

—1= Zai(%’ +yiva)?
fiir gewisse a; € P, z;,y; € K. Dann erhélt man durch Koeffizientenvergleich
1= Z(aix? + a;ay?) € P,

Widerspruch. Somit ist 77,(P) eine Prdordnung und mit Lemma last
sich P fortsetzen. O
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Satz 1.22. Sei [L : K| = 2n+1 ungerade. Dann laf$t sich jeder Positivbereich
P von K auf L fortsetzen.

Beweis. Annahme: Es gibt einen angeordneten Korper (K, P) und eine Er-
weiterung von K von ungeradem Grad, so dass sich P nicht auf den Ober-
korper fortsetzen ldsst. Wihle unter diesen Erweiterungen eine Erweiterung
L/K von minimalem Grad 2n + 1. Es gilt mit dem Satz vom primitiven
Element

L = K(a) = K[X]/(f)

fiir ein o € L und sein Minimalpolynom f = Irr(a, K).
Nach Lemma [1.19| gilt nun

—1= zm: a;Y;
i=1

fiir ein m € N und gewisse a; € P,~; € L. Das bedeutet aber, dass f1,..., f; €
K[X] existieren mit

m

-1= z:aifi(X)2 mod (f).

=1

Dabei konnen die f; mit deg f; < 2n gewéhlt werden. Also gibt es ein h €
K[X] mit

1+ Zaifi(X>2 = [(X)n(X).

Dabei ist wegen a; € P fiir i« = 1,...,m der Grad auf der linken Seite
gerade (denn die Monome vom hochsten Grad kénnen sich nicht gegenseitig
aufheben), ausserdem kleiner gleich 4n. Also muss h von ungeradem Grad
kleiner gleich 2n — 1 sein (da deg f = 2n + 1, ungerade).

Wihle also einen irreduziblen Faktor h; von h von ungeradem Grad und
eine Nullstelle 5 von hy. Dann ist [K () : K] ungerade und echt kleiner als
[L : K]. Ausserdem lisst sich P nicht auf K () fortsetzen, denn Einsetzen
von (3 in die obere Gleichung liefert —1 = Y~ a;07 fiir o; = f;(8) € K(3).
Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitit von [L : K]. O

Satz 1.23. Jeder Positivbereich P eines Korpers K lafit sich auf K(X) fort-
setzen.
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Beweis. Angenommen es gibt ay,...,a, € Pund fi,..., f, € K(X) mit

m

i=1
Schreibe f; = % mit Polynomen g;, h € K[X], wobei kein irreduzibler Faktor
von h alle g; teile. Also gilt

m

—h(X)* = Z a;g;(X)*.

i=1

Einsetzen von 0 liefert dann einen Widerspruch, da entweder die linke Seite

negativ ist, die rechte aber nicht, oder die linke Seite 0, die rechte aber echt

positiv ist (denn mindestens eines der g; hat dann 0 nicht als Nullstelle).
Also folgt die Aussage mit Lemma [1.19] O

1.3 Reell abgeschlossene Korper

Definition 1.24. Ein angeordneter Korper (K, <) heifit maximal angeord-
net, falls sich die Anordnung < auf keine echte algebraische Erweiterung von
K fortsetzen 1a8t.

Lemma 1.25. Ist (K, <) mazimal angeordnet, so ist jedes nichtnegative Ele-
ment in K ein Quadrat. Insbesondere ist < die einzige Anordnung auf K.

Beweis. Sei a € K mit a > 0. Wire nun a ¢ K2, so liefle sich die Anordnung
nach Satz auf die echte algebraische Erweiterung K(y/a) fortsetzen,
Widerspruch.

Insbesondere ist K? nach Behauptung die einzige Anordnung von K,
denn sie ist in allen anderen moglichen enthalten. [

Definition 1.26. Ein Korper heifit reell abgeschlossen, wenn er reell ist, aber
keine echte reelle algebraische Erweiterung besitzt.

Lemma 1.27. Fiir einen Korper K sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) K ist reell abgeschlossen

(11) K besitzt genau eine Anordnung <, und beziglich dieser ist er maximal
angeordnet
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Beweis. “ = 7 : Sei < eine Anordnung von K. Dann ist (K, <) maximal
angeordnet und nach Lemma [1.25|ist < die einzige Anordnung auf K.

“ <« 7 : Hatte K eine echte reelle algebraische Erweiterung L, so wiirde
jede Anordnung auf L natiirlich die einzige Anordnung auf K fortsetzen.
Das widerspricht der Voraussetzung. [

Satz 1.28 (Artin & Schreier, 1926). Fiir einen Korper K sind dquivalent:
(i) K ist reell abgeschlossen

(ii) K? ist Positivbereich von K und jedes Polynom p € K[X] von ungera-
dem Grad hat eine Nullstelle in K

(111)) K # K(v/—1) und K(v/—1) ist algebraisch abgeschlossen

Beweis. “(i) = (i1)” : Mit Lemma und Lemma folgt, dass K?
Positivbereich von K ist.

Sei nun p € K[X] von ungeradem Grad und o.B.d.A. irreduzibel (sonst
betrachte einen irreduziblen Faktor von p von ungeradem Grad). Dann ist
L := K[X]/(p) eine algebraische Erweiterung von ungeradem Grad von K,
auf die sich nach Satz[1.22] die Anordnung von K fortsetzen lafit. Da K reell
abgeschlossen ist folgt L = K, also hat p eine Nullstelle in K.

“(ii) = (#11)” : Bs gilt v/—1 ¢ K, da sonst —1 = V=1' € K2. Also ist
K £ K(y/=T).

Sei nun L eine algebraische Erweiterung von K(v/—1). Wir zeigen L =
K(y/—1), daraus folgt die algebraische Abgeschlossenheit.

Sei 0.B.d.A L/K eine Galoiserweiterung (sonst ersetze L durch den Zer-
fallungskorper des Minimalpolynoms iiber K eines primitiven Elements der
Erweiterung L/K).

Sei G = Gal(L/K) die Galoisgruppe der Erweiterung und schreibe |G| =
2°m mit e,m € N und 21 m. Dabeiist e > 0, da 2 | [L : K]. Also kénnen wir
eine 2-Sylowuntergruppe H von G wahlen und F = Fix H, den Fixkorper zu
H . betrachten:

L {id}
2¢ | | 2¢
F H
m | Im
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Esist [F: K] = |G : H| = m ungerade, somit folgt aus (i7) F = K, also
m = 1.

Also ist [L : K(v/=1)] = $[L : K] = 2°"'. Wire nun e > 1, so kénnten wir
eine Untergruppe H; von G; = Gal(L/K(v/—1)) vom Index 2 wahlen und
erhielten als deren Fixkorper eine quadratische Erweiterung Fy von K (v/—1):

L {id}
26—2 | | 26—2
F H,
2| 2
K(V-1) G

2| 2
K G

Dies widerspricht aber der folgenden Behauptung:

Behauptung: Ist K? ein Positivbereich von K, so ist K(v/—1) quadratisch
abgeschlossen, d.h. jedes Element in K (y/—1) ist ein Quadrat.

Beweis: Betrachte a + by/—1 mit a,b € K. Da a®> + b* € K2, gibt es
Va2 + b e K.

Es gilt |a|] < |va? + b?|, wobei der Betrag wie {iblich definiert ist, d.h.

la = a, falls a > 0;
al = a, fallsa <0.

Also folgt |va2? + b2 + a € K?. Setze

\/a+|m| \/_a+wm|
T = 5 und y := 5

und rechne nach, dass (z + yv/—1)? = a + by/—1 gilt. O

“(113) = (1)” : Wir zeigen K?+ K? C K2 Dann folgt aus der Voraussetzung
—1 ¢ > K? also ist K reell. Da die einzige echte algebraische Erweiterung
von K nicht reell ist (—1 € K(y/—1)?), folgt die Behauptung.

Seien also a,b € K beliebig und dazu z,y € K mit a+by/—1 = (z+yv/—1)?
(K (v/—1) ist algebraisch abgeschlossen). Aus Koeffizientenvergleich folgt a =
2?2 —y? und b = 2xy.
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Also ist
@’ + b = 2" —22%% + ' + 42y = (2® + y°)* € K7
O

Bemerkung 1.29. Fiir K = R ist (i) aus dem Satz von Artin & Schreier
erfiillt, wie man in der Analysis leicht zeigt. Also ist R wegen (ii) = (i)
reell abgeschlossen. Ausserdem folgt wegen (i7) = (ii7), dass C algebraisch
abgeschlossen ist.

So wie C der ‘Prototyp’ aller algebraisch abgeschlossenen Kérper ist, ist R
der Prototyp der reell abgeschlossenen Koérper.

Satz 1.30. Sei K reell abgeschlossen. Dann gilt fir f € K[X]:

(a) f irreduzibel, normiert — f = X — a oder
f=X—-a?+b mitb#0

(b) Sei a < b und f(a) < 0 < f(b), dann existiert ein ¢ € (a,b) mit
fle)=0

Beweis. (a): Ist f irreduzibel, so folgt deg f = 1 oder deg f = 2 aus Satz
1.28((#i7) (denn ein irreduzibles Polynom vom Grad > 3 ergébe eine algebrai-
sche Erweiterung von K von ebendiesem Grad; K hat aber bis auf Isomorphie
nur eine algebraische Erweiterung, und die ist quadratisch).

Jedes normierte Polynom vom Grad 1 hat aber iiber K die Gestalt X —a
fiir ein a € K.

Hat f den Grad 2, so lisst sich f darstellen als f = X? — 2aX + ¢ =
(X — a)? + (c — a®) mit geeigneten a,c € K. Dann folgt aber ¢ — a* > 0
aus der Irreduzibilitit von f (wire ¢ — a? < 0, so wire —(c — a?) in K ein
Quadrat und f hétte also eine Nullstelle). Also ist ¢ —a? € K2\ {0}.

(b): Zerlege f in irreduzible Faktoren:

f=c][(X —a) [J(X = d;)> +83), alle b; #0.

i=1 j=1

Nun muss aber der Vorzeichenwechsel von f zwischen a und b von einem der
auftretenden Linearfaktoren kommen, d.h. mindestens einer der Linearfak-
toren muss bei a und b ebenfalls unterschiedliche Vorzeichen haben. Denn
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das Vorzeichen von f an einer Stelle berechnet sich als das Produkt der Vor-
zeichen der Linearfaktoren an dieser Stelle und dem Vorzeichen von ¢ (alle
irreduziblen Faktoren vom Grad 2 nehmen nur positive Werte an).

Ein Vorzeichenwechsel eines Linearfaktors (X —a;) zwischen a und b bedeu-
tet aber dass a; zwischen a und b liegt. Dieses a; ist aber eine Nullstelle von

f. 0

Definition 1.31. Sei (K, <) ein angeordneter Koérper. Ein angeordneter Kor-
per (L, <) heifit reeller Abschluss von (K, <), falls (K,<) C (L,<) eine
algebraische Erweiterung angeordneter Kérper und L reell abgeschlossen ist.

Satz 1.32. Jeder angeordnete Korper besitzt einen reellen Abschluss.

Beweis. Sei (K, P) angeordneter Korper. Betrachte die Menge aller Tupel
(L,Q), wobei L eine algebraische Erweiterung von K und @ eine Fortsetzung
von P auf L sei. Die Menge lisst sich partiell ordnen durch

(L,Q)C (L',Q):<= LC L' und Q' NL=Q.

Mit dieser partiellen Ordnung erfiillt die Menge aber die Voraussetzungen
des Zorn’schen Lemmas und wir kénnen ein maximales solches Tupel (ﬁ, Q)
wiihlen. Dann ist (L, Q) aber offensichtlich maximal angeordnet und also mit
Lemmareell abgeschlossen. Da L/K algebraisch ist, ist (L, Q) ein reeller
Abschluss von (K, P). O

Definition 1.33. ¢: (K;,<;) — (K3, <s) heifit Ordnungseinbettung, falls
¢: K1 — K3 ein Monomorphismus ist und ¢(a) <5 ¢(b) fir alle a,b € K;
mit a <; b gilt. Analog definiert man Ordnungsisomorphismus.

Wir wollen nun den folgenden Satz zeigen:

Satz 1.34 (Artin & Schreier). Zwei reelle Abschliisse eines angeordneten
Korpers (K, <) sind immer ordnungsisomorph iiber K.

Dann ist es auch sinnvoll, die folgende Bezeichnung zu verwenden:

Bezeichnung. Wir schreiben (K, <) fiir den reellen Abschluss eines ange-
ordneten Korpers (K, <).

Fiir den Beweis von Satz brauchen wir zunéchst den folgenden Satz,
den wir erst im néchsten Kapitel beweisen werden:
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Satz 1.35 (Ubertragungssatz). Sind (Ri, R?), (Ry, R3) 2wei reell abge-
schlossene Oberkiorper von (K, P), so hat jedes Polynom p € K|[X|, welches
in Ry eine Nullstelle hat, auch eine Nullstelle in Rs.

Mit diesem Satz zeigen wir nun das folgende Lemma:

Lemma 1.36. Sei 0: (K1, P)) — (K3, Py) ein Ordnungsisomorphismaus,
seien (R;, R?) reelle Abschliisse von (K;, B;) (fiir i = 1,2), und sei (K7, P]) C
(Ry, R?) eine endliche Erweiterung von (K1, P1). Dann lisst sich o fortsetzen
zu einer Ordnungseinbettung o’: (K1, P]) — (Rg, R3).

Beweis. Wéhle mit dem Satz vom primitiven Element ein a € Ry mit K| =
Ki(«). Sei p = Irr(a, K1) das Minimalpolynom von « iiber K; und o(p) das
Polynom iiber K5, welches man durch Anwendung von o auf die Koeffizienten
von p erhilt. Nach dem Ubertragungssatz muss o(p) eine Nullstelle in R,
haben (identifiziere die ordnungsisomorphen Korper (K7, Py) und (K3, P)).

Also gibt es eine Einbettung von K7 in Ry, welche o fortsetzt. Es bleibt zu
zeigen, dass es auch eine solche Einbettung gibt, die ordnungserhaltend ist.

R1 R2

K = K{(Jai,...,\/ayn) ——

oF)

Ki = Ki(a)
Kl i K2
Seien o4, ...,0,, alle Einbettungen von K/ in Ry, welche o fortsetzen (es

gibt hochstens degp viele).

Annahme: Keines dieser o; ist ordnungserhaltend. Dann gibt es Elemente
a; € K| N R? mit 0;(a;) ¢ R3 fiiri=1,...,m.

Betrachte KY := K{(y/a1,...,\/an) € Ri und wihle eine Einbettung 7 von
K! in Ry, welche o fortsetzt (die Existenz eines solchen 7 haben wir gerade
schon gezeigt).

7|k ist also eine Einbettung von K in Ry, welche o fortsetzt, also 7{x; = o
fiir ein j.
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Damit folgt aber
aj(a;) = 7(a;) = 7((/a;)*) = (1(/a;))* € R3,
Widerspruch. O

Nun koénnen wir die Eindeutigkeit des reellen Abschlusses beweisen.

Beweis. (zu Satz[1.34) Seien (R, R?) und (Ry, R%) zwei reelle Abschliisse des
angeordneten Korpers (K, P).

Betrachte die Menge M aller Tripel ((K7y, Py),o, (K, P»)), wobei (K;, P;)
ein Zwischenkérper von (K, P) und (R;, R?) sei und o ein Ordnungsisomor-
phismus von (K7, Py) und (Ks, P»), welcher die Identitit auf K fortsetzt.

(Ry, R?) (R2, R3)
(K1, P1) T (K3, P)
(K, P) < (K, P)

Die Menge M lasst sich partiell ordnen durch

((Klvpl)vav (KQ? PQ)) - ((K1>P1/)70/7 (Ké>P2/))
gdw.
(Klupl) g (Kivpll)v <K2>P2) g (Ké7p21) und O-I’Kl = 0.

Mit dieser partiellen Ordnung erfiillt M die Voraussetzungen des Zorn’schen
Lemmas und wir kénnen ein maximales solches Tripel ((Ky, Py), 0, (K2, P2))
aus M wéhlen.

Wire nun etwa K; # Rj, so konnten wir ein « € R; \ K; wihlen und
nach Lemma o auf die echte Erweiterung Kj(«) von K; fortsetzen,
Widerspruch.

Falls Ky # Rs, wende analog Lemma auf o~ ! an. ]

Korollar 1.37. Sei (R, R?) reeller Abschluss von (K, P) und seien K, K,
Zwischenkérper mit der von (R, R?) induzierten Anordnung. Weiter sei
o: K1 — Ky ein ordnungstreuer Isomorphismus tiber K. Dann qilt K1 = Ky

und o = id. Insbesondere gilt Aut(R/K) = {id}.
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Beweis. Der Beweis des letzten Satzes hat gezeigt, dass wir ¢ zu einem Ord-
nungsautomorphismus ¢: R — R fortsetzen koénnen.

Sei nun @ € R und f = Irr(a, K). Dann ist p(«) wieder Nullstelle von f
(0=10(0) = o(f(@)) = f(o()); beachte o[k = id).

Dies gilt fiir alle Nullstellen von f in R, d.h. p permutiert die Nullstellen
von f in R. Da p aber ordnungserhaltend ist, folgt o(a) = «, also o = id
(die Reihenfolge der Nullstelle beziiglich der Anordnung wird durch g nicht
verdndert). O

Bemerkung 1.38. Jeder Monomorphismus p: R — R eines reell abge-
schlossenen Korpers R ist ordnungstreu: falls o > 0, so ist a = 32 fiir ein

B € R. Also ist o(a) = 0(5%) = 0(8)* = 0.

Korollar 1.39. Sei (R, R?) reeller Abschluss von (K, P) und sei « € R sowie
f =Irr(a, K). Dann ist die Anzahl der verschiedenen Fortsetzungen von P
auf K(«) gleich der Anzahl der Nullstellen von f in R.

Beweis. Die Anzahl der Nullstellen von f in R ist gleich der Anzahl der
verschiedenen K-Einbettungen von K («) in R. Es gilt nun:

(a) Jede K-Einbettung o: K(a) — R liefert einen Positivbereich P, auf
K(a), der P fortsetzt:

B € P, <= o(B) € R%.

(b) Zwei verschiedene K-Einbettungen liefern dabei unterschiedliche Posi-
tivbereiche. Denn ist F,, = F,,, so ist

03007 01 (K () — 03(K(a))

ein ordnungstreuer Isomorphismus iiber K. Mit Korollar folgt oq 0
01_1 =1id, also o1 = 0.

(c) Jeder Positivbereich auf K («) der P fortsetzt kommt von einer Einbet-
tung:

*

(K(a), P') . (R, R?)
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Sei P’ eine Fortsetzung von P auf K («). Dann ist der reelle Abschluss
(K(a), P'") auch reeller Abschluss von (K, P), also erhalten wir nach
Satz einen Ordnungsisomorphismus

o*: (K(a), P") — (R, R?)

iber K. Dann ist o*| K(a) aber eine K-Einbettung, welche P’ als Posi-
tivbereich liefert (vgl. (a)).

]

Lemma 1.40. Sei R reell abgeschlossen und K in R relativ algebraisch ab-
geschlossener Teilkérper. Dann ist auch K reell abgeschlossen.

Beweis. P = R*N K ist Positivbereich auf K. Es gilt nun:

(i) Sei @ € P. Dann gilt a = (3? fiir ein 8 € R. Also hat das Polynom
X? —a € K[X] in R die Nullstelle 3. Da K in R relativ algebraisch
abgeschlossen ist, folgt 3 € K. Also ist P = K?.

(ii) Sei p € K[X] von ungeradem Grad. Dann hat p eine Nullstelle § € R,
da R reell abgeschlossen ist. Da K in R relativ algebraisch abgeschlossen
ist, folgt wiederum ( € R.

Nach Satz ist K also reell abgeschlossen. O



18

1 ANGEORDNETE KORPER



19

2 Semialgebraische Mengen

2.1 Allgemeines

Sei R ein reell abgeschlossener Kérper, R? sein (einziger) Positivbereich, A C
R ein Teilring.

Definition 2.1. S C R™ heifit semialgebraisch iiber A, falls S eine endliche
boolsche Kombination (Durchschnitt, Vereinigung, Komplement) von Mengen
der Gestalt

U(f) ={aeR"| f(a) >0}
mit f € A[X] = A[Xy,..., X,] ist.
Beachte: Der kleinste Teilring ist Z.

Definition 2.2. Sei K beliebiger Korper, A C K Teilring. Dann heifit S C
K™ algebraisch iiber A, falls

S:{G'EKn|f1(a):07"'af1“(a):0}
fir gewisse fi,..., f. € A[X] ist.

Bemerkung 2.3. Auch die Vereinigung zweier algebraischer Mengen ist al-
gebraisch, da

{a e K"| fi(a) =0,..., fr(a) =0} U{a € K" | g1(a) =0,...,g5(a) =0}
={ae K"| figi(a) =0,..., fra1(a) =0,..., frgs(a) = 0}

Es gelten:
e U(l)=R", U0)=0
o R"\U(f) ={a € R"|—f(a) = 0}
o {a e R" | fia) =0,....fi(a) = 0} = {a € R" | (3 f})(a) = 0}

(d.h. in reellen Kérpern werden algebraische Mengen schon von einem
einzigen Polynom erzeugt)

o (R*"\U(f))N(R*"\U(—-f)) ={a € R"| f(a) = 0} (d.h. algebraische

Mengen sind ein Spezialfall von semialgebraischen Mengen)
e U(fi)NU(f2) ={a € R"| fi(a) >0, fo(a) > 0}
o U(f))UU(f2) ={a € R"| fila) >0V fa(a) > 0}
e U(f) ist offen in der (Produkt-)Intervalltopologie auf R"



20 2 SEMIALGEBRAISCHE MENGEN

Definition 2.4. Mengen der Gestalt U(f1,..., fm) = U(f1) N ...0U(fm)
heiflen basisoffen im R™.

Bemerkung 2.5. Diese Mengen bilden eine Basis fiir die Intervalltopologie
des R".

Die iiber A semialgebraischen Mengen des R™ bilden eine boolsche Algebra
beziiglich N, U, R™\ . Sie sind also insbesondere abgeschlossen unter endlich
vielen solcher Operationen.

2.2 Projektionssatz

Satz 2.6 (Projektionssatz). Sei S C R"™ eine semialgebraische Teilmen-
ge tiiber A. Dann ist auch

S"={(ay,...,a,) € R" | es gibt b € R mit (a1,...,a,,b) € S}
eine semialgebraische Teilmenge tiber A

Bevor wir uns an den Beweis dieses Satzes machen, wollen wir fiir allgemeine
semialgebraische Mengen eine moglichst iibersichtliche Darstellung finden,
mit der man dann einfacher arbeiten kann.

Behauptung 2.7. Jede tiber A semialgebraische Menge des R™ hat die Nor-
malform

SiU.. USy,

mit S; ={a € R" | gi(a) =0, fu(a) > 0,..., fir,(a) > 0}
fir gewisse g;, fi; € A[Xq,...,X,)]

Beweis. Sei S boolsche Kombination von Mengen der Gestalt U(f), f €
AlXq,...,X,]. Wende die de Morgan’sche Regel an (ziehe Komplementbil-
dung korrekt durch die Schnitte und Vereinigungen durch). Distribuiere dann
solange aus, bis man S schreiben kann als endliche Vereinigung von Mengen
der Gestalt {g1 # 0} N...N{gm # 0} N{fi >0}n...Nn{f, > 0}. Dann er-
setze {g # 0} durch ({—¢ > 0} U{g = 0}) und distribuiere weiter aus. Dann
ist S endliche Vereinigung von Mengen der Gestalt {g1 = 0} N ... N {gm =
0}n{fi>0}n...n{f, > 0}. Nun ersetze den vorderen Teil (algebraische
Menge) durch {g = 0} mit g = >_ 2. O
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Satz 2.8 (Projektionssatz,allgemeine Form). Seien g, fi,..., f, €
Z[X1,...,X,,Y]. Dann gibt es g;, fij € Z|X1,..., X, mit 1 < i < s und
1 < j <tj, so dass fiir alle reell abgeschlossenen Kérper R und alle a € R"
qilt:

b e R(g(a, b) =0A /\1fj(a, b) > 0) = Z\8/1 (gi(a) =0A ;i\lfij(a) > 0)

Wir zeigen nun, wie man den allgemeinen Projektionssatz als Verallgemei-
nerung des Projektionssatzes [2.6] auffassen kann:

Sei fr.4(C, X) das “allgemeine” Polynom vom X-Grad d in den Variablen
X = (X1,...,X,) mit Koeffizienten C' = (C4,...,Cy) Dabei ist C; die Un-
bestimmte, welche als Platzhalter fiir den Koeffizienten des i-ten X-Monoms
fungiert (nachdem man die Monome sinnvoll in einer Reihenfolge geordnet
hat). Dabei ist N = (”+d) die Anzahl der Monome vom Grad < d.

n

Beispiel 2.9. Fiir n = 1 ist f14(C, X;) = Cy + C1 X1 + ... + C4X¢ und
N=d+1=("1).

Sein nun S € R™™! eine semialgebraische Menge iiber A. Diese ist nach Be-
hauptung eine  Vereinigung von  Mengen der  Gestalt
{(alv s >am+1) € Rm+1 | fm+1,d(c(0)7 CL) = 07 ferl,d(C(l)a CL), R fm+1,d(c(r)> CL) >
0}. Dabei ist d der maximal vorkommende Grad der definierenden Polyno-
me. Die ¢ sind (wie oben) die Koeffiziententupel der Linge N(m + 1,d).
Nun kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass S in
der Normalformdarstellung ist (Man kann sich leicht iiberlegen, dass die
Projektion einer Vereinigung von Mengen gleich der Vereinigung der Pro-
jektionen der einzelnen Mengen ist. Fiir Schnitte gilt dies natiirlich nicht,
weshalb man nicht noch weiter vereinfachen kann). Die in der Normalform
vorkommenden Polynome ¢y, f1; € A[X1,..., X, Y] (j =1,...,7) kann man
mit obiger Uberlegung nun als

g(C(O); s 7C(r)7X17 s 7XmaY)7 fj(c(0)7 s 7C(r)7X1a s 7X’m’Y)

auffassen, wobei g, f; € Z[Cy, ..., Congmit,a), X1, - X, Y| fiir g =1,...,7.
(Dabei kommen z.B. in g die letzten »N(m + 1,d) Unbestimmten

QN(m+1,d)+1, ooy CrN(mt1,0) “nicht wirklich” vor. Analog bei den f;.) Da die
Aquivalenz der Aussagen im allgemeinen Projektionssatz fiir alle a € R"
(mit n = (r+1)N(m+1,d) +m+ 1) gilt, so natiirlich insbesondere auch fiir
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solche, deren ersten (r+1)N(m, d) Komponenten durch die Koeffizienten (in
A) der S-definierenden Polynome festgelegt sind. Dies liefert uns die Aussa-
ge von Satz [2.6] Im Unterschied zu sagt der allgemeine Porjektionssatz
dariiber hinaus, dass die S’-definierenden Polynome {iberhaupt nicht vom
reell abgeschlossenen Kérper R abhéngen (d.h. zwei semialgebraische Men-
gen 57, S9, die iiber verschiedenen reell abgeschlossenen Korpern R; und R,
(iiber einem gemeinsamen Unterring A) durch die gleichen Polynome defi-
niert sind, werden auch nach Projektion von den gleichen Polynomen (iiber
A) semialgebraisch definiert).

Beispiel 2.10. Sei g(X,Y) = X; + XoY + X3Y? + ... + Xy Y4 Fir
(ai,...,a411) = a € K™ (K Unterkérper von R) bedeutet 3b g(a,b) = 0,
dass g(a,Y) € K[Y] eine Nullstelle in R hat. Fiir d = 2 kennen wir die
dquivalente semialgebraische Formel schon lédngst: Das Polynom g(a,Y') hat
genau dann eine “reelle” Nullstelle, wenn die Diskriminante aus der sogenann-
ten “Mitternachtsformel” groBer oder gleich 0 ist (falls der Leitkoeffizient # 0
ist), oder aber, wenn der Leitkoeffizienten = 0 ist und der Linearkoeffizient
# 0, oder wenn alle Koeffizienten = 0 sind. Also fiir a € R*:

b € R asb® + azb+a; =0

=

(g1(a) =0A fii(a) >0) V (g2(a) =0 A for(a) > 0A fas(a) > 0)
V(gs(a) =0A f31(a) > 0)

Vga(a) =

mit g; = X2 — 4X, X3, fii= Xg (Diskriminante gleich Null)

g2 =0, for=X3 —4X X3, fop = X: (Diskriminante gréBer Null)
g3 = X3, fz1=X; (g(a,Y) ist linear, d.h. Nullstelle automatisch)
g1 = X7+ X3+ X3 (g(a,Y) ist das Nullpolynom)

2.3 Beweis des allgemeinen Projektionssatzes

Sei a € R" beliebig. Wir wollen nun zeigen, dass es endlich viele Polynomglei-
chungen und Polynomungleichungen iiber Z[X7, ..., X,,] gibt, so dass genau
dann immer gewisse Teil(un)gleichungssytem nach Einsetzen von a simultan
wahr sind, wenn es eine Nullstelle b von g(a,Y’) gibt, bei der alle f;(a,Y)
positiv sind.

Wir zeigen zudem, dass diese Polynom(un)gleichungen und die Teilsysteme
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unabhéngig von a und R sind.

Der Ubersicht halber schreiben wir oft g(Y), f;(Y) statt g(a,Y), f;(a,Y),
vergessen dabei aber nicht, dass, wegen g, f; € Z[a][Y], jede algebraische
Verkniipfung (Addition, Multiplikation, Subtraktion) ein Polynom in Y lie-
fert, dessen Koeffizienten selbst Polynome (unabhéngig von a) in a iiber Z
sind. Wir definieren nun

n+(g7f17' c 1“) = #{b €ER | g(b) = O7f1<b> > O . 7f7’<b> > O}
Entsprechend betrachten wir fiir ein beliebiges h € Z[a][Y]

n(guh) = n+(gv ) (g7h>
mit 4y = #{b € R | g(b) = 0, h(b) > (<)0}

Beachte:
d n(gaff)_’_n(gmfl):2n+(gaf1)
d n<gu f12f22) +n(g7f1f22) +n(g7f12f2) +n(g7f1f2) = 22n+(ga fl)

d ZVE{I,Q}T n(ga f{jl e fryr) = 2rn+(gaf17 v >fr)

Die Idee ist nun, zu zeigen, dass die einzelnen n(g, h) Polynomfunktionen
der Koeffizienten der g, h sind (welche selbst wieder Polynome in den Koef-
fizienten der g, f; sind). Die Aussage ‘Es gibt eine Nullstelle von g, bei der
alle f; strikt positiv sind’ 1a8t sich schrittweise in Disjunktionen von Aus-
sagen zerlegen von denen dann letztlich gezeigt wird, dass sie Disjunktionen
von Konjunktionen von Polynom(un)gleichungen in den a sind (und zwar
unabhéngig von den a).

Schritt 1: Sei degy g(X,Y) = d. Dann ist die Aussage ‘FEs gibt eine Null-
stelle von g(a,Y’), bei der f;(a,Y') positiv ist’ dquivalent zur Aussage ‘Es gibt
genau eine oder genau zwei oder . .. oder genau d Nullstellen von g(a,Y), bei
denen alle f;(a,Y) positiv sind, oder aber g(a,Y’) ist das Nullpolynom und
es gibt eine gemeinsame Positivstelle der f;(a,Y)”

b e R(g(a,b) =0A A fila,b) > 0) &

d
(\/ 2'ny (g, fr,- s fr) = 2%) V (g(a,Y) =0Aalle f;(a,Y) konstant > 0)
k=1

V. (g(a,Y)=0A fj(a,Y) mit gemeinsamer Positivstelle; nicht alle konstant)
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(d ist eine obere Schranke fiir die Anzahl an Nullstellen von g(a,Y) ). Die
bis jetzt willkiirlich erscheinende Fallunterscheidung (alle f; konstant / ein
f; nicht konstant) erhélt im 6. Schritt seine Berechtigung.

Schritt 2: Wir iiberlegen uns fiir jede einzelne der d 4 2 Disjunktionen,
dass sie in einfachere Teilaussagen weiter zerlegt werden kann. (Die letz-
ten beiden Disjunktionen iibergehen wir dabei vorerst.) Dazu iiberlegen wir
uns, dass die Aussage ‘FEs gibt k verschiedene Nullstellen von g(a,Y), bei der
alle fi(a,Y') positiv sind’ nach unserer Uberlegung dquivalent zur Aussage
D oveqay (g, [t fir) = 27K ist. Da wir auch wissen, dass die Wertemég-
lichkeiten fiir jeden einzelnen Summanden durch den Y-Grad von g(X,Y)
beschrinkt ist (es also nur endlich viele Moglickeiten gibt), kann man die
Aussage noch weiter zerlegen, indem man alle endlich vielen Moglichkeiten
fiir die Summanden abdeckt, in der Summe die vorgegebene Zahl 2"k anzu-
nehmen. Formal gilt also fiir jedes 1 < k < d:

2 (g, fro f) =2k e\ N\ nlg fr- £ = my

meA, ve{l,2}7

mit A, = {n e ZMA" | 3 o, =27k A n| < d}

Schritt 3: Zua € R, d.h. g, f € Z[a][Y] berechnen wir jetzt n(g, f) aus den
Koeffizienten: Es sei 1 <deg(g) = d’ < d. Betrachte die R-Algebra (zugleich
d'-dimensionaler R-Vektorraum):

RY]/(9)=R®Ry& Ry’ & .. a Ry ' =V

mit y = Y + (g). Wir definieren uns nun zu f und den d Nullstellen
aqy. ..,y € R = R(v/—1) von g (mit Vielfachheit) eine symmetrische

Bilinearform

bf:VXV — R
d/

(h1+(9),ha+(g9)) Z flai)hi(ai)ha(c)

Die Wohldefiniertheit, Symmetrie und R-Bilinearitét ist sofort ersichtlich;
dass die Bilder alle aus R sind, sieht man durch komplexes Konjugieren des
Ausdrucks und Beriicksichtigung der Tatsache, dass mit « auch @ Nullstelle
von g (mit gleicher Vielfachheit) ist. Sei M die Matrixdarstellung von by
bezgl. der kanonischen Basis (1,y,...,4¢ ") von V. Die folgenden Fakten
gelten iiber jedem reell abgeschlossenen Korper R:
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(1) bg-Orthogonalisierung: es gibt eine Basis (vq,...,v4) von V mit
be(vi,v;) = 0 fir i # j (bzw. es gibt eine “reelle” invertierbare Matrix
C, sodass CMCT Diagonalgestalt hat).

(2) Signatur(bs) = #{i | br(vi,v;) > 0} — #{i | bp(vi,v;) < 0} ist
unabhiingig von der Wahl der bg-orthogonalen Basis (vy, ..., v))) (Trdg-
heitssatz von Sylvester), und ist damit wohldefiniert.

(3) Es gibt sogar schon eine “orthogonale” Matrix C' (d.h. C~! = C7T),
sodass CMCT = CMC~! Diagonalgestalt hat (Hauptachsentransfor-
mation). In der Diagonalen stehen die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms s von M.

Also Signatur(by) = #{positive EW von M (mit Vielfachheit)} —
#{negative EW von M (mit Vielfachheit)}.

(4) Descartes’sche Regel: #{ positive Nullstellen von x} — #{ neg. Null-
stellen von x}(alle mit Vielfachheit)= #{Vorzeichenwechsel der Koef-
fizientenfolge von x(t)} — #{Vorzeichenwechsel der Koeffizientenfolge
von x(—t)} fiir Polynome x € RJ[t], welche iiber R in Linearfaktoren
zerfallen.

(5) Satz von Rolle: Seien f,g € R[X] und a < b € R mit f(a) = f(b) =0,
g(x) # 0 auf [a,b] und f(z) # 0 auf Ja,b[. Dann gibt es ein = € [a,b]
mit (g)’(m) =0

Satz 2.11. n(g, f) = Signatur(by)

Beweis. Wir suchen eine passende by-Orthogonalbasis von V: Die verschie-
denen Nullstellen von ¢ seien o, = a, + ib,. Fir v = 1,...,m < d’ seien
diejenigen Nullstellen indiziert, fiir die b, > 0 ist. Zu jedem Nullstellen“paar”
oy, a, mit v < m basteln wir uns nun ein Polynom:

1.Fall: o, =@, dh. o, € R
Wihle v + (g) € V mit v(a,) = 1 und v(a) = 0 fiir jede g-Nullstelle
o # oy, 7.B.

v(Y) = H Yoo

oy — O
aFtoy v

Dieses Polynom ist reell, da Anwenden der Konjugation nur Faktoren
permutiert und somit das Polynom insgesamt invariant 1afit. Es gilt
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br(v,0) = 3 ftaf(@)v(@)? = fia, f(aw), wobel p, die Vielfachheit der
Nullstelle o bezeichne. Also gilt:

1 f(a,)>0
Signatur(bs(v,v)) = 0 : f(a)=0 (1)
-1 : fla) <0
Setze W, := Spang{v}.
a, ¢ R, dh. b, >0
Wihle uy + (g),u2 + (g) € V' mit
u(aw) = 1 =u(w)
uz(a,) = i = ug(a)
ua(a) = 0 fira#a,
z.B. fiir
1 N2 Y — 2 Y —
uy = @((Y—O_ﬁ,) H ay_a—f-(Y—Oéu) H Ckl,—Oé)
aFay oy aFtoy, 0y
1 e Y —«o Y -«
A G | e R

Beide Polynome sind invariant unter (komplexer) Konjugation (der eine
Summand ist gerade das komplex Konjugierte des anderen Summan-
den). Die Auswertungsbedingung an den Nullstellen « von ¢ rechnet
man ebenfalls schnell nach (Erinnerung: z — z = 2ilm(z)).

Es gilt

bf(ulv ul) = Z Maf<04)ul(o‘)2 = Ha, (f(au) + f(Oé_y))
bp(uz,u2) = Y praf (@)uz(0)’ = pia, (= flow) — f(@))

uy,up sind R-linear unabhéngig, da jede “echte” “reelle” Linearkom-
bination von ihnen einen Wert # 0 an der Stelle o, annimmt. by |
Span{u, us} hat Signatur 0, da die zugehorige 2 x 2 -Matrix die Ge-

o —
X € RJt] gilt: x(t) = x(—t), d.h. es gibt fiir jede positive Nullstelle eine
negative Nullstelle und umgekehrt. Setze W, := Spanp{uy, us}.

stalt M = ('y 0 ) hat, und somit fiir das charakteristische Polynom
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Setze jetzt noch U := {w+(g) € V | w(a) = 0 fiir alle Nullstellen o von g}.
Dann gilt Wy L ... L W,, L U = V. Dabei ist L die bs-orthogonale (und
auch direkte!) Summe.

“C”: trivial

“D” sel hy + (g) € V. Bastele ho + (g) € Wy L ... L W, mit hy(a) =
ho(a) fiir alle Nullstellen o von g. = hy = ho + (b1 — ha) = h1 + (g9) =
ha + (g) + (hy — ha) + (g). (Sich zu iiberlegen, dass es moglich ist sich ein
S~—— ~~

(.

chw; eU

solches Polynom aus den @ W; zu ‘basteln’ ist eine einfache Ubung).

Die Gesamtsignatur ergibt sich dann als Summe der Signaturen von by einge-
schrankt auf die Teilrdume (leicht zu sehen; man setze sich einfach eine Basis
aus “Orthogonal”-Basen der Teilrdume zusammen). bl = 0, also ist auch die
Signatur ist null. Wie gezeigt, verschwindet auch die Signatur von by, , falls
a, ¢ R. Somit spielen also nur die Raume zu den “reellen” Nullstellen o von
g eine Rolle. Mit Gleichung [1] folgt die Behauptung. O

Wie wir im 5. Schritt noch sehen werden, 148t sich die Aussage ‘Signatur
der symmetrischen Matrix M nimmt den gegebenen Wert p an’ dquivalent
umformulieren in polynomiale (Un-)Gleichungssysteme iiber Z fiir die Koef-
fizienten des charakteristischen Polynoms, welche sich ihrerseits polynomial
aus den Eintrigen der Matrix berechnen. Wir miissen also zunéchst zeigen,
dass die Eintrdge der Matrix M zu by sich als Polynome (iiber Z) in den
Koeffizienten von g, f berechnen lassen.

Schritt 4: Berechnung von M = (bf(yi’yj»Ogi,jgd’—l’ wobei 1,v,...,y
die kanonische Basis von V ist.

l
by )= Y fla)at =Y "e, Y aftite (2)

Nst. a von g
mit Vielfachh. mit Vth.

d'—1

falls f = ;Y' 4+ ¢_1Y!"! 4+ ... 4+ ey. Das Problem ist nun, dass wir die Ma-
trixeintrige ja aus den Koeffizienten der Polynome ¢, f berechenen wollen,
wir aber bisher nur eine Berechnung aus den Koeffizienten von f und den
Nullstellen von g haben. Spétestens aus der Algebra-Vorlesung wissen wir
aber, dass sich Nullstellen eines Polynoms nicht allgemein als Polynome in
den Koeffizienten berechnen lassen (noch nicht einmal mit Radikalen). Hier
haben wir aber Gliick, denn die > | . vg, @ aus den by (y*, y7) sind nicht
irgendwelche Polynome in den Nullstellen, sondern sogar symmetrisch in den
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a; (mit Vth.) iiber Z, d.h. man kann im Polynom zwei beliebige a;, o; vertau-
schen, und das Polynom ist immer noch dasselbe (wenn man mal kurzfristig
so tut, als seien die «; Unbestimmte). Es gibt einen bekannten Satz iiber
symmetrische Polynome, der in unserem Fall folgendes besagt:

Bemerkung 2.12. Jedes symmetrische Polynom h(ty, ..., t,) € Z[t1, ..., ty]
kann geschrieben werden als h*(sq,. .., S,) mit h* € Z[Sy,...,S,] und s; =
Zl§h<...<l¢§m ty, -+ ty, € Z[t1, ..., tn]. Die s; werden elementarsymmetrische
Polynome genannt. Einen Beweis dafiir findet man etwa in [Kunz,Algebra).

Beachte:
9=9aY) = co [ V—-a)
a; mitVih.
= cCyg (Yd/ — (O(l + ...+ Ozd/)Ydlil + ...+ (—1)d/(061 cee ad’))

!/

= Cd<Yd — 81(041, e ,ozd/)Yd/_l + ...+ (—1)d/sd/(a1, e ,ozd/))

Andererseits ist g(a,Y) = caY? + ... + ¢, also folgt si(a,...,ap) =

.Car_s;
(—1) d “ und somit erhilt man, wenn man in obigem Ausdruck [2] die
Cq/

symmetrischen Summen Y . vq @7 durch die jeweilige Darstellung
h*(s1,...,Sm) ersetzt:

Folgerungen 2.13. Die Eintrige b;(y’,y’) der Matrix M sind Polynome
iiber Z in den Koeffizienten von g und f und é (dem inversen Leitkoeffizi-

enten von g). Ganz am Schluss mufl man also die vorkommenden (Un-)Glei-
chungen noch vom “Nenner” ¢y befreien, indem man sie mit einer hinreichend
grofien (geraden) Potenz von ¢y durchmultipliziert. (‘Gerade Potenz’, damit
man uniform mit etwas Positivem multipliziert und die Ungleichungen nicht
“zerstort”).

Schritt 5: Sei x das charakteristische Polynom von M, so folgt mit Fakt
(3),(4) und Satz 2.11} n(g, ) = p < #{VZW der Koeffizienten von x(t)} —
#{VZW der Koeffizienten von x(—t)} = p. Sowohl die Koeffizienten von
X (1), als auch die von y(—t) lassen sich polynomial {iber Z aus den Eintridgen
von M berechenen (die ihrerseits selbst wieder polynomial aus den ... usw.)
Die Frage, auf die nun alles hinauslduft ist, ob die (endlich vielen!) Alternati-
ven fiir die Anzahl der entsprechenden Vorzeichenwechsel jeweils dquivalent
sind zu einer boolschen Kombination von Polynomungleichungen iiber Z in
den Koeffizienten von x(t), x(—t):
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Sei etwa x(t) := Bt 4+ By_1t¥ "' + ... + fy. Dann ist z.B.
#{VZW der Koeffizienten von x(¢)} = 1 dquivalent zur Aussage

(@i/ﬂd'—l <O0A /\ Bar-18; = 0)

j<d'—1

v (ﬁd/q =0ABafar—2 <O0A /\ Ba 25 > 0)

j<d =2

\ (ﬁd’ﬁd’—l >0ABy_18a—2 <OA /\ Bar—28; > 0)

j<d'—2

V <ﬁd'ﬁd’fl > 0ABar—2=0ABa-18a-3 <0A /\ BaBj = 0)

j<d'—3

<

(/\ﬁjﬁlZO/\ﬁlﬁo<0>

j>1

Es ist dem Leser iiberlassen sich davon zu iiberzeugen, dass jede andere An-
zahl an Vorzeichenwechsel ebenfalls durch ein (noch komplizierteres) Poly-
nom(un)gleichungssystem in den [3; wie oben beschrieben werden kann.
Nun haben wir also tatséchlich die gesamte urspriingliche Aussage

dbe R (g(a, b), fi(a,b) > 0)

stufenweise auf ein semialgebraisches Polynomungleichungssystem {iber Z
zuriickgefithrt. Leider héngt dieses bis jetzt noch von a € R" ab. Wir ha-
ben zwar mit einem ganz allgemeinen a gearbeitet, aber an einer Stelle
haben wir doch eine spezielle Eigenschaft von a benétigt, als wir ndmlich
d' = degy g(a,y) gesetzt haben. d’ war dann die Dimension des Vektorrau-
mes V' und somit die Grofle der Matrix M, von der natiirlich dann auch
Anzahl und “Struktur” der Koeffizienten ihres charakteristischen Polynoms
abhéangt. Wir haben uns also bisher fiir ein allgemeines 1 < d’ < d iiberlegt,
dass fiir alle a mit degy g(a,Y) = d' die Nullstellenaussage aus dem Satz
dquivalent zu einem festen semialgebraischen (Un-)Gleichungssystem tiber Z
ist.
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Schritt 6: Zusammenfassung und Sonderfall g(a,Y) = 0:
Bisher haben wir also zu g, f1,..., fr € Z[Xy,..., X, Y] gewisse g, fa.ij €
Zlzy, ..., X,] fir 1 <d <d, so dass fiir alle R und alle a € R gilt:

I e R(g(a, B =0n A fa.b) > o)

d Sq/
— \/ \/ (gdxyi(a) =0A /\fd/,ij(a) >0A degyg(a,Y) = d’)
d'=1i=1 j
V (noch zu iiberlegendes Kriterium im Fall g(a,Y’) = 0)

Gliicklicherweise ist es nicht allzu schwierig die Aussage ‘degy g(a,Y) = d”
semialgebraisch iiber Z umzuformulieren. Ist z.B. g(X,Y) = cy(X)Y4+.. .+
co(X), so ist die Aussage gleichbedeutend mit c4(a) = O A ... A cay1(a) =
0 A cg(a) # 0, was nach unseren allgemeinen Uberlegungen zu Beginn des
Kapitels auf “Normalform” umgeformt werden kann. Bleibt also nur noch zu
tiberlegen, was man im Fall g(a,Y) = 0, d.h. ¢4(a) =0, ..., co(a) = 0 macht.
Die bisherigen Uberlegungen greifen hier nicht, da V = R[Y]/(0) = R[Y]
ja nicht endlichdimensional ist. Die Idee ist, sich aus den f; ein “Ersatz”-g
mit Y-Grad > 1 zu konstruieren, bei dem aufgrund der Konstruktion schon
garantiert ist, dass wenn die fj(a,Y’) eine gemeinsame Positivstelle in R ha-
ben, das Ersatz-g(a,Y’) eine Nullstelle hat, bei der die f;(a,Y’) positiv sind.
Wir setzen noch voraus, dass nicht alle f;(a,Y’) konstant sind. (Den trivia-
len Unterfall, daf3 alle f;(a,Y’) konstant sind, mufl man nochmals gesondert
betrachten.) Setze f := fi(a,Y)--- f.(a,Y). Seien zu a € R™ die Nullstellen
von f(a,Y) = fin R mit a; < ... < ay bezeichnet, wobei N € N ist.
Diese unterteilen R in Teilintervalle, auf denen die Funktion f konstantes
Vorzeichen hat. Nun gehen wir zur rationalen Funktion # iiber. Diese hat
die gleichen Nullstellen wie f und ist an den gleichen Stellen positiv/negativ.
Wenn wir so tun als hdatten wir es mit dem Fall R = R zu tun, wird die Idee
anschaulich klar: Anders als die Funktion f geht #(y) fir |y| — oo asym-
ptotisch gegen 0. Wenn alle f;(a,Y’) eine gemeinsame Positivstelle haben, so
nimmt die Funktion # also garantiert ein lokales Maximum in den Inter-
vallen an, in denen alle f;(a,Y’) positive Werte annehmen. (Denn, wenn ein
f; sein Vorzeichen an einer Stelle wechselt, hat # an dieser Stelle schon
eine Nullstelle). Also gibt es in einem solchen Intervall eine Nullstelle von

().
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/\al\ N\ g\

Fir den Fall, dass es sich um ein Intervall der Form [o;, oj41] handelt,
folgt dies schon aus dem Satz von Rolle, welcher auch fiir beliebige reell
abgeschlossene R # R gilt (siehe Fakt (5)). Sollten die Intervalle, auf de-
nen fi(a,Y),..., fr(a,Y) positiv sind, von der Form (—o0, a1],[an, c0) oder
(—00,00) sein, so hilft hier auch der Satz von Rolle weiter, indem man fiir
einen positiven Wert p, den # in einem solchen Intervall annimmt, ein-

fach die Funktion - f 7z = £ anschaut. Diese hat links und rechts von einer
Stelle x mit #(x) = p eine Nullstelle. Dazu iiberlege man sich selbst,

dass |#] < |27‘ und andererseits |f(z)| > p fir hinreichend grofies =.

Setzt man nun ¢* = (1 — f?)f = (pfo)’(l + f%)? (Quotientenregel an-
wenden), so greift das bisher iiberlegte Verfahren fiir ¢* statt g. Natiirlich
héngt der Grad von ¢*(Y) jetzt von den mdoglichen Graden von f;(a,Y)
ab, d.h. wie zuvor fiir g(a,Y’) miissen nun noch alle Gradmoglichkeiten der
fi(a,Y) separat bedacht werden, was aber ja semialgebraisch moglich ist.
Dabei muss der Fall “f;(a,Y) = 0 fiir ein j” ausgeschlossen und der (triviale)
Fall “f;(a,Y’) = const. fiir alle j” gesondert behandelt werden. Dies sei hier
aber nicht weiter ausgefiihrt, da es die gleichen Uberlegungen wie zu Beginn
von Schritt 6 erfordert.

Zum Abschlufl des Beweises, wollen wir nun noch den Beweis zu den Punkten
(4) und (5) aus der Faktensammlung nachtragen.

zu (4):

Lemma 2.14. Sei p(t) € R[t] \ {0} und dessen Koeffizientenfolge habe v
Zeichenwechsel. Dann besitzt (t)(t—c) mit ¢ > 0 in seiner Koeffizientenfolge
mindestens v + 1 Zeichenwechsel.
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Beweis. Induktion iiber den Grad d von ¢(t):

d=0": p(t) = ag. Aussage ist offensichtlich wahr.

d—d+1:Sei p(t) = ag 1t + ...+ ayt + ap mit v VZW. Sei 0.B.d.A
ag # 0, sonst kann man ein ¢ ausfaktorisieren und ist somit im Fall der In-
duktionsvoraussetzung d.

o(t)(t —c) = t(t — ¢)(ageit® + ...+ a1) + (t — ¢)ao.

Falls aga; > 0, so ist #VZW (ag1t? + ... +ay) = v,

falls aga; < 0, so ist #VZW(agy 1t + ...+ a1) = v — 1 und,

falls a; = 0, so hat (agy1t? + ...+ a1) mindestens v — 1 VZW.

Auf den vorderen Summanden #(t—c)(ag1t?+. . . +a;) konnen wir die Induk-
tionsvoraussetzung anwenden(multiplizieren mit ¢ &ndert nichts an der An-
zahl der VZW der Koeffizienten). Schreiben wir also fiir den ersten Summan-
den by, ot?2 + ...+ bit. Mit der Induktionsvoraussetzung folgt fiir by, t92 +
...+ bit jeweils:

v+1 : aga; >0
#VZWZ v—1+1 CloCL1<O
v—1+1 : a1 =0

Betrachte p(t)(t — ¢) = bygot™2 + ... + bot? + (by + ag)t — cay.

Im Fall (aga; < 0) haben, wegen by = —cay, die Elemente b; und ay das
gleiche Vorzeichen und somit auch b; + a¢ das gleiche wie b;. Jedoch ist das
Vorzeichen von —caq entgegengesetzt, d.h. die gesamte Koeffizientenfolge hat
mindestens v + 1 VZW.

Im Fall (apa; > 0) hat entweder by + ag das gleiche Vorzeichen wie by, oder
aber —cay hat entgegengesetztes Vorzeichen zu b, + ag. Beide Male gibt es
jedenfalls mindestens v + 1 VZW.

Im Fall a; = b1 =0 ist

#VIW (bgia, ..., ba, a9, —cag) > v+ #VZIW(ag, —cag) = v + 1.
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Beweis. (der Descartes’schen Regel, Fakt (4))
Alle Nullstellen von ¢(t) seien aus R. Sei 0.B.d.A. ¢(t) normiert:

go(t):Ht—l—az Ht—ﬂj fir oy, B; > 0

i=1 j=1
%,_/
1 (t) Yo (t)
11(t) hat 0 Vorzeichenwechsel Lemma 211 ©(t) hat > m Vorzeichenwechsel.

19(—t) hat 0 Vorzeichenwechsel Lemma 2.1 ©(—t) hat > n Vorzeichenwechsel.
Es gilt deg(p) =n+m < # VZW(p(t)) + # VZW(p(—t)) < deg ¢, also

# VZW (p(t)) = #{positive Nullstellen von ¢} und

# VZW(p(—t)) = #{negative Nullstellen von ¢}. O

zu (5): Sei r(X) = % € R(X) mit g(x) # 0 auf [a,b], f(z) # 0 auf |a, b]
und f(a) = f(b) = 0.
Wegen r(a) = 0, folgt r = (X — a)™s(X) fir ein s € R(X) mit s(a) # 0.

.o / t/
Die gleiche Uberlegung fiir r(b) = 0 liefert % = ( Xn_ ) + 7
/

hy
Sei Sg =5 fir gewissen Polynome hy, hy € R[X] mit ho(a) # 0.
2

Fiir 0 < e < 1 lasst sich mit Hilfe der Dreiecksungleichung (die natiirlich fiir
Betréige in jedem angeordneten Korper gilt) |hi(a + €)| wie folgt nach oben
abschétzen:

|hi(a + €)| < max{Betrige der Koeffizienten von hy}(|a| + 1)des(h),

Sei e der minimale Abstand von a zu den reellen Nullstellen von hy, dann

lasst sich fir 0 < e < ¢ eine Abschétzung nach unten finden: Es gilt ja

ha(X) = 7Hé:1(X —a;) [T, (X = B:)* + 67) mit §; # 0.

Also |ha(a + €)| > (g)l

/
s . .
762, Insgesamt hat man also, dass — in einer
s
/

t
Intervallumgebung von a beschriankt bleibt. Analoges gilt fiir 7 an der Stelle

b, so dass wir nun folgendes formulieren kénnen:
Man findet ¢ < d €]a, b] mit
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/

-
e ¢ so nahe an a, dass —(c) > 0, und
r

/

e d so nahe an b, dass T—(d) < 0.
r

r(c) und r(d) haben aber gleiches Vorzeichen, also gilt 7'(c)r’(d) < 0. Nun gilt
der Zwischenwertsatz in reell abgeschlossenen Kérpern nicht nur fiir Polyno-
me, sondern auch fiir rationale Funktionen, deren Nenner im entsprechenden
abgeschlossenen Intervall keine Nullstelle hat (Man kann ja mit dem Qua-
drat des Nenners multiplizieren, Zwischenwertsatz fiir Polynome; anwen/den
und dann wieder durch das Quadrat des Nenners teilen). r’ = M ist

eine solche rationale Funktion. Also hat " eine Nullstelle in |e, d[C [a, b].

2.4 Anwendungen des Projektionssatzes

Satz 2.15 (Ubertragungssatz (fiir Nullstellen von Polynomen)). Sei-
en (R, R?) fir I = 1,2 reell abgeschlossene Oberkdrper eines angeordneten
Korpers (K, P) mit RRNK = P=R2NK. Sei p € K[X]. Dann gilt: Hat p
ewne Nullstelle in Ry, so auch in Rs.

Beweis. p=X"+a, X" ' +... 4ay, a; € K, a:= (ag,...,a, 1). Mit dem
allgemeinen Projektionssatz folgt

{a € R |3be R, pla,b) =0} = U{a e R'| gi(a) = o/\fij<a> > 0}

fir p = X"+ X, 1 X" '+ ... + Xy und gewisse g;, fi; € Z[Xo,..., Xn-1],
welche unabhéngig von R sind. Also gilt fiir a € K:

dbe R, p(a,b)zO@\/(gi(a):O/\/\fij>O)(:)EIbER2p(a,b):0

J

]

Durch [teration des allgemeinen Projektionssatzes erhélt man:

Bemerkung 2.16. Zu g, f; € Z[X;, ..., X, Y1,... Y] gibtes g;, fi; € Z[ X4, ..

so dass fiir alle reell abgeschlossenen Korper R und alle a € R™ gilt:

Jby,...,bm € R (g(a,b):OA/\fj(a,b) > 0) @\/(gi(a):OA/\fij(a) > 0)

: 7Xn]7



2.4 Anwendungen des Projektionssatzes 35

Beweis. Induktion iiber m:

b1, b (g(a,b) = 0N N fi(a,b) > 0)

o abm(abl,...,bm,l(g(a,bl,...,bm,l,bm) _ OA...))

. abm(\/ (3(a.bu) =0 A A\ Fi(a,b,) > 0))

i

& \/Hbm(gi(a,bm) =0A /\ﬁj(a, bm) > 0)
VN \/\/ (gin(a) = OA/\ﬁyj(a) >0

]

Korollar 2.17. Sei (K, P) gemeinsamer angeordneter Unterkorper der reell
abgeschlossenen Korper Ry, Ry. Fir jede tiber K semialgebraische Menge S
gilt dann:

S(R1) #0 < S(Re) # 0
Beweis. Sei S definiert durch \/, (g;(a,Y) = 0 A N\ fii(@,Y) > 0), d.h.
S(R) :={be R™ |V, (g:(a,b) = 0A N, fij(a;b) > 0)} fiir gewisse g;, fij €
Z[Xy, ..., X, Y1,...,Y,,] und ein a € K™.
S(R)#0 EIbeRm\/(gz(a b) —O/\/\fm a,b) >0>
Bep-L1H \/ —0A /\f,J
Bep. B 10 abeRm\/(gZ(a b) —O/\/\fw a,b) >o)

=  S(R) #0
[

2.4.1 Anwendungsbeispiel: Das 17. Hilbertsche Problem (1900)
Gegeben: f € R[Xy,...,X,] positiv semidefinit, d.h. f(a) > 0 fiir alle a € R™.
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Frage: Gibt es N € N, g;, h; € R[ X1, ..., X,,] mit
N gi\2
= 2z ?
=)

die Frage wurde 1926 von E. Artin positiv beantwortet.

Satz 2.18. Sei (K, P) ein angeordneter Kérper, und sei (R, R?) ein reell
abgeschlossener Oberkdrper von K mit R*NK = P (z.B. der reelle Abschluf
von K beziiglich P). Ist f € K[Xq,...,X,] mit f(ay,...,a,) >g2 0 fir alle
ay,...,a, € R, so qilt f € ZP(K(X17...,X,1))2.

Beweis. Nach Lemma [1.19)ist T = ZP(K(Xl, e ,Xn))2 eine Priaordnung
von K(Xy,...,X,), da —1 ¢ T (man fasse die die Elemente einfach als
rationale Funktionen auf). Nach Satz ist

T = N P = N P

TCP PCP
P’ Anordnung von P’ Anordnung von
K(Xy,..., X)) K(X1, .., X,)

Annahme: f ¢ T. Dann ist f ¢ P’ fiir eine solche Anordnung. D.h. f <p/ 0
in (K(Xy,...,X,),P).

Setze Ry := (K(Xl, o ,Xn),P’) und R, := R. Es gilt R? N K = P, sowie
R:NK = P.

Rlz (K(Xl,...,Xn),P/)

(R, R?)

7

(K, P)

Betrachte nun die tiber (K, P) semialgebraische Mengen

S(R) ={z € R | f(21,...,2) <pz 0} C R} und

S(R2) ={z € Ry | f(z1,...,2n) <pz 0} C R.

Nun ist aber (Xi,...,X,) € S(R;), d.h. S(Ry) # (). Mit Korollar folgt
S(R) = S(R2) # 0, d.h. es gibt (ai,...,a,) € R" mit f(a1,...,a,) <gz 0.
Widerspruch! O
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2.4.2 Anwendungsbeispiel: Satz von Artin-Lang

Satz 2.19. Seien (K, P) ein angeordneter Korper und (K(al, Ce Q) P')

eine endlich erzeugte Korpererweiterung mit P’ N K = P. Weiter seien
fila) € Klag,...,a,] (1 < i < m) mit fi(a) >p 0. Dann gibt es einen
Homomorphismus ¢: Koy, ..., a,] — R mit ¢|x =id und ¢(fi(a)) >g2 0

fir1 <i<m, wobei R = (K, P) 18t.

Beweis. Sei I ={g € K[X1,...,X,] | g(aq,...,ap) =0}
I ist ein Ideal in K[Xq,...,X,] = K[X]. Mit dem Hilbertschen Basissatz
folgt

I=gK[X]+: 4+ gK[X]= (0, 9 )K[x]

fiir gewisse ¢1, ..., 9, € K[X].
Betrachte nun die iiber K semialgebraische Menge

S:{(xl,...,xn)|/\gi(m):()/\/\fj($)>0}.

Ry = (K(o,...,ap), P)

(R, R?)

(K, P)

Im reellen Abschluss Ry von (K(aq,...,a,), P’) ist diese Menge nicht leer,
da (aq,...,a,) € S(Ry).

Also gibt es auch ay,...,a, € R mit g;(a;,...,a,) =0 fir 1 <7 < r und
filai,...,a,) >0 fir 1 <j < m. Dann definiert

o: Klog,...,a,) — R

h(ay,...,an) — h(ay, ..., a,)

aber einen Homomorphismus mit ¢|x = id und ¢(f;) > 0 fiir 1 < j < m.
Fiir die Wohldefiniertheit ist dabei nur

h(a) =0 = h(a) =0 fiir alle h € K[X]
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zu zeigen. Es gilt nun

= h=pg1+-+prg fiir gewisse p; € K[X].
Also ist h(a) = pi(a)gi(a) + - - + pr(a)g,(a) =0, da alle g;(a) = 0. H

Definition 2.20. Sei A ein Ring. Ein semialgebraischer Ausdruck ®(X, ..., X,)
in X1,..., X, iiber A ist eine boolsche Kombination mit A,V und = von Aus-
driicken der Gestalt g =0 und f > 0, wobei f,g € A[X}, ..., X,] sind.

Beachte: Uber jedem angeordneten Korper (K, <) mit A C K ist jeder
semialgebraische Ausdruck dquivalent zu einem Ausdruck in “Normalform”:

r

\/<g120/\/81\f173>0>

i=1

Definition 2.21. Ein (prénexer) Ausdruck iiber A in Xy,..., X,, hat die
Gestalt
le Q2Yv2 QmYm CD(Xla-"aXnalea"wYm%

wobei ®(X1,...,Y,,) ein semialgebraischer Ausdruck in Xi,...,Y,, iiber A
und jedes @); entweder ein Existenzquantor 3 oder ein Allquantor V ist.

Satz 2.22 (Quantorenelimination). Zu jedem prinexen Ausdruck

QY. QnYn O(Xi,..., Xp Y1, Y5)

tiber Z gibt es einen semialgebraischen Ausdruck (X, ..., X,) tber Z, so
dass fir jeden reell abgeschlossenen Korper R und fir alle ay,...,a, € R
qgilt:

(Q1b1 € R) .. . (Qubm € R)P(ay,...,an,b1,...,bp) <= Y(a,...,a,).

Beweis. Induktion iiber m > 0 :

m =0 : klar.

m — 1 — m : Nach Induktionsvoraussetzung finden wir einen semialgebrai-
schen Ausdruck ¢, (X7,...,X,,Y) iber Z, so dass fiir alle reell abgeschlos-
senen Korper R und alle Elemente a € R" und b; € R gilt

(szg S R) L (mem S R) (I)(CL, bl, bg, ... ,bm) —— 1/]1(&, bl)
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Also gilt fiir alle reell abgeschlossenen Korper und alle a € R™

(Qib1 € R) ... (Qmbm € R) ®(a,b) <= (Q1b1 € R)1(a,by).

1. Fall: @ =3
Mit dem Projektionssatz erhalten wir einen semialgebraischen Ausdruck
W(Xy,...,X,) iber Z, so dass fiir alle reell abgeschlossenen Kérper R und
alle a € R" gilt

db, € R?,Dl(a,bl) <~ w(a)

2. Fall: Q1 =V
Wegen (Vb; € R)¢y(a, b)) <= —3by € R—)i(a,by) konnen wir auf die
rechte Seite den ersten Fall anwenden. O]

Satz 2.23 (Tarskis Transferprinzip). Seien Ry, Ry zwei reell abgeschlos-
sene Korper tber einem gemeinsamen Korper K, auf dem sie die gleiche

Anordnung induzieren. Weiter sei (X, ..., X,) ein prinezer Ausdruck in
Xq,..., X, dber K. Dann gilt fir alle a,...,a, € K:

v(ay,...,a,) gilt in By <= (ay,...,a,) gilt in Rs.

Bewers. Ersetze zunéchst die Konstanten cq, ..., ¢, in ¢ durch Unbestimmte
Zhy. .., Zs. Dann ist (Xq,..., X, Z1,...,Zs) ein pranexer Ausdruck iiber
Z. Mit Satz [2.22] gibt es dazu einen semialgebraischen Ausdruck @ tiber Z in
X,..., X, 21, ..., 4, so dass fiir alle reell abgeschlossenen Kérper R und
alle ay,...,a,,c1,...,cs € R gilt

W(ay, ... an,c1,...,¢) <= P(ay,...,an,¢1,...,C5).
Also gilt fiir aq,...,a,,¢1,...,¢s € K

w(ay, ... an,c1y...,Cs)

S O(ay,...,an,¢1,...,Cs)
< P(ay,...,an,c1,. .., ) gilt in K

< Plag, ..., an,C1y. .y Cs)

S P(ag, ..y QpyCry ey Cs)
Dabei wurde verwendet, dass ein semialgebraischer Ausdruck iiber K fiir
gewisse Elemente aus K in R; bzw. Ry genau dann gilt, wenn sie in K

gilt (beachte: R; und Ry induzieren nach Voraussetzung auf K die gleiche
Anordnung). O
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Beispiel 2.24 (zur Quantorenelimination). Sei S = {a € R" | ®(a)}
semialgebraisch iiber A (d.h. ® ist ein semialgebraischer Ausdruck iiber A).

Dann ist auch das Innere S von S semialgebraisch {iber A. Denn es ist

S = {a € S| es gibt eine Kugel um a, welche in S liegt }.

Driickt man dies korrekt als pranexen Ausdruck aus, erhilt man etwas wie
das folgende:
a €S > deVay, ..., zple > 0A (Z(mz —a;)? <e— O(xy,...,2,))]

= 3V, x> 0N (D@, ) VY (15— @)’ > )]

Nach dem Satz iiber die Quantorenelimination ist S also durch einen semi-
algebraischen Ausdruck beschreibbar.

Als Spezialfall erhalten wir aus Satz [2.23}

Korollar 2.25. Ist ¢ ein prinexer Ausdruck tiber Z ohne Variablen, der in
R gilt, so gilt 1 auch in jedem reell abgeschlossenen Korper R.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz [2.23], wenn man beachtet, dass Q
gemeinsamer Unterkorper von R und R ist.

[]
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3 Reelle Ringe

3.1 Das reelle Spektrum

Definition 3.1. Sei A ein kommutativer Ring mit 1 # 0. T C A heifit
Prdpositivbereich von A, falls

T+TCT, T-TCT, A*CT, —1¢T.

TN—=T =:suppT heidit Support von T'.
T heif3t Positivbereich, falls supp T ein Primideal von A ist und TU -T = A
gilt.

Behauptung 3.2. Sei T' ein Prdpositivbereich. Dann gilt

TU-T =A== TnN-T ist ein Ideal.

Beweis. Die additive Abgeschlossenheit von T'N —T folgt unmittelbar aus
der additiven Abgeschlossenheit von T

Sei also a € A. Dann gilt nach Voraussetzung a € T oder a € —T'. Aus der
multiplikativen Abgeschossenheit von T folgt dann aber sofort a(7T N —T) C
(T'Nn=T). O

Lemma 3.3. Sei T ein Prdpositivbereich von A und a,b € A. Falls ab € =T,
so ist T+ aT" oder T + bT wieder ein Prdpositivbereich.

Beweis. Sind T'+ a7 und T + bT beides keine Prépositivbereiche, so folgt
—1eT+al und —1 €T +bT,
also —1 =t + aty und —1 = ¢} + bt}, fiir gewisse ¢;,t, € T. Daraus folgt
(14 t1)(1 +t)) = abtsts,

und also
—1 =1t +t] + t1t] — abtaty € T,

Widerspruch. O

Satz 3.4. Ist P ein maximaler Prdpositivbereich, so ist P ein Positivbereich.
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Beweis. Zunéchst ist P U —P = A zu zeigen.

Sei dazu a € A. Setze in Lemmal[3.3/b = —a. Wegen ab = —a? € —P ist also
P+ aP oder P — aP ein Prapositivbereich, welcher P natiirlich enthélt. Aus
der Maximalitdt von P folgt dann aber die Gleichheit, also gilt a € P oder
—a € P.

Damit ist aber supp P nach Behauptung schon ein Ideal. Es bleibt also
zu zeigen dass supp P prim ist.

Es gilt —1 ¢ P, also 1 ¢ supp P, also supp P # A.

Sei nun ab € supp P fir gewisse a,b € A und a ¢ supp P.

Falls a ¢ P, so kann P + aP wegen der Maximalitidt von P kein Prépositiv-
bereich mehr sein. Also ist P + bP ein Pripositivbereich, da ab € —P (vgl.
Lemma [3.3). Analog folgt aus a(—b) € —P auch, dass P — bP ein Préiposi-
tivbereich sein muss. Also ist P = P + bP = P — bP, wiederum wegen der
Maximalitdt von P. Somit folgt b € P und —b € P, also b € supp P.

Falls —a ¢ P, so ist P — aP kein Prépositivbereich. Dann folgt gleich wie
im ersten Fall b € P und —b € P, also auch b € supp P.

Damit ist supp P ein Primideal. ]

Korollar 3.5. Jeder Pripositivbereich T ist in einem Positivbereich enthal-
ten.

Beweis. Man wéhle mit dem Zorn’schen Lemma einen maximalen Praposi-
tivbereich iiber 7' und verwende Satz [3.41 O

Wir zeigen nun einige Eigenschaften von Positivbereichen auf Ringen.
Behauptung 3.6. Seien P, P’ und P" Positivbereiche von A. Dann gilt:
(1) P C P' = supp P C supp P’
(2) PC P und supp P =supp P = P =P’
(8) PC P und PC P"= P' C P” oder P" C P'.

(4) Sei ¢: A — B ein Ringhomomorphismus und P C B ein Positivbe-
reich. Dann ist P' := p~Y(P) ein Positivbereich von A mit supp P’ =

¢ ' (supp P).

Beweis. (1): Klar.
(2): Sei @ € P'und a ¢ P. Dann ist —a € P C P', also a € supp P’ =
supp P C P, Widerspruch.
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(3): Angenommen es gibt a € P\ P” und b € P”\ P’. Dann kann a — b
nicht in P sein (sonst a = (a—b)+b € P”), ebenso kann b— a nicht in P sein
(sonst b = (b—a) +a € P’). Dies ist aber ein Widerspruch zu PU —P = A.

(4): Offensichtlich iibertragen sich die erforderlichen Eigenschaften via ¢ von
P auf P'. [

Sei nun P ein Positivbereich von A und bezeichne p = PN —P den Support
von P. Wir betrachten den kanonischen Homomorphimus

ap: A—» Alp=1A

und bezeichnen mit P := {@ | a € P} das Bild von P unter ap. Esist P C A
und es gelten die folgenden Eigenschaften:

P+PcP, ACP, -1¢P, A=PU-P,
PN —P={0}und ap'(P) = P.

AuBerdem ist A ein Integritétsbereich (p war ein Primideal). Sei K := Quot A
der Quotientenkorper von A.

Behauptung 3.7. P definiert einen Positivbereich P’ auf K durch

e P . —abe P.

|l

Es gilt PNA=P.
Beweis. Zunéchst ist die Wohldefiniertheit zu zeigen. Seien dazu

[

€ K.
d

| Ll

Dann gilt ad = @b, bzw. nach Multiplikation mit bd
ab-d =cd-b .
Damit ist aber @b € P genau dann, wenn éd € P, da aus ab € P und &d ¢ P,
also ed € — P\ {0}, folgt, dass ad - 52_: @b-d inPN—P = {0} liegt, woraus
sich aber der Widerspruch ¢d = 0 € P ergibt.
Fir £, €€ P'gilt 2- < und 2 4 < € P/, denn

abed € P und
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(d+Tc)bd —ab-& +cd- 1 € P.
Wire —1 = =t € P, so auch —1 = (1)1 € P, Widerspruch.
K?*C P'und P'U—P' = K ist Klar.
Schliefflich gilt

€ P<acP,

=1l

also PPN A=P. O]

Bemerkung 3.8. Ist P’ ein Positivbereich von Quot A, so ist P := PN A
ein Positivbereich von A mit supp P = {0}.

Beweis. Die Aussage folgt mit Behauptung [3.6| (4) aus der Tatsache, dass
die Einbettung i: A < Quot A ein Homomorphismus mit ¢~ !({0}) = {0} ist
(Beachte dabei dass jeder Korper natiirlich auch ein Ring ist und der Begriff
Positivbereich eines Rings dann iibereinstimmt mit dem Begriff Positivbe-
reich eines Korpers ). O

Definition 3.9. Sper A := {P C A | P Positivbereich von A } heifit reelles
Spektrum von A.

Beachte: Das Spektrum eines Ringes A ist definiert als
Spec A := {p C A | p Primideal von A }.
Wir haben eine Abbildung

Sper A — Spec A
P - PnNn-P

Beispiele 3.10. (1) Sei K ein Koérper: Dann ist Spec K = {(0)} und
Sper K ist gerade die Menge der Korperanordnungen (vgl. Definition
1.11).

Es ist beispielsweise f Sper Q(v/2) = 2 (dies folgt z.B. aus Korollar 1.39)
und f Sper Q(X) = oo.

(2) Sei A = Z: Es ist SpecZ = {pZ | p Primzahl} U {(0)} und SperZ =
{N}. Denn aufler dem von der (eindeutigen) Anordnung auf Q induzier-
ten Positivbereich N kann es keine weiteren geben. Fiir ein Primideal
der Form pZ mit p prim ist ndmlich Z/pZ ein endlicher Korper, also
kann es darauf keine Anordnung geben. Wegen Behauptung gibt es
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also auch keinen Positivbereich auf Z mit Support pZ. Ebenso kann es
keine weiteren Positivbereiche auf Z mit Support (0) geben, denn ein
solcher miisste auch N enthalten, somit wéren beide nach Behauptung
(2) schon gleich.

(3) Sei A =R[X]: Es ist
Spec R[X] = {(0), (X —a), (X —a)® +b%) | a,b € R,b# 0}.
Sei P € Sper R[X]. Es gibt nun mehrere Moglichkeiten:
e PN —P = (0). Dann ist P = P’ NR[X] fur eine Anordnung P’

auf R(X) (folgt aus Behauptung [3.7)).

e PN—P = (X —a) fiir ein a € R. Betrachte die kanonische Pro-
jektion
ap: R[X] — R[X]/(X —a) ZR.
Es gilt mit Behauptung [3.6] (2) und (4) P = ap'(R?) und wegen
ap(f(X)) = flap(X)) = f(a) ist also

P=A{feR[X][apr(f) Zr 0} = {f € RIX] [ f(a) 2 0}.

Weiter ist supp P = {f € R[X] | f(a) = 0}.

e PN—P = ((X —a)* + b?) fiir a,b € R,b # 0. Dann besitzt
R[X]/supp P = C keine Anordnung, also kann es auch keinen
solchen Positivbereich P auf R[X] gegeben haben.

Wir haben also insgesamt die folgende Situation: Fiir jedes a € R
bekommen wir drei verschiedene Positivbereiche auf R[X]:

e Einen Positivbereich P,, welcher durch den Einsetzungshomomor-
phismus von a induziert wird. Er hat das Primideal (X — a) als
Support.

e Einen Positivbereich P, , bei welchem das Element X unendlich
nahe rechts neben dem Element a seine Position hat. Dieser Posi-
tivbereich kommt gerade von der entsprechenden Anordnung auf

R(X) und hat Support (0).

e Einen Positivbereich P,_, bei welchem das Element X seine Posi-
tion unendlich nahe links neben dem Element a hat. Auch dieser
Positivbereich kommt von R(X) und hat Support (0).
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Zusétzlich gibt es noch die beiden Anordnungen auf R(X), bei welchen
das Element X grofler bzw. kleiner als alle reellen Zahlen ist. Auch
diese induzieren natiirlich Positivbereiche auf R[X], welche wir mit Py
und P_, bezeichnen. Insgesamt erhalten wir so alle Positivbereiche von

R[X].
Es gelten die folgenden Inklusionen zwischen den verschiedenen Posi-
tivbereichen:
P,
P—OO Pa— Pa+ POO

Definiert man Sper™™* A := {P € Sper A | P maximal}, so gilt

Sper™™ R[X]| = {P_o, P} U{P, | a € R}.

(4) Sei A =R[X,...,X,]. Hier gibt es gewisse “Extremfille” von Positiv-
bereichen P:

e supp P = (0): P kommt von einer Anordnung auf R(X; ..., X,,).

e suppP = (X1 —ay,..., X, —a,) (mit ay,...,a, € R) maximales
Ideal in R[Xj, ..., X,]. Dann ist

ap: R[X;,...,X,)] — R=R[Xy,...,X,]/suppP
f = f(ala"'aan)>

d.h. der Positivbereich kommt von dem Punkt (ay,...,a,) € R".
Es gibt allerdings noch weitere Anordnungen auf R[X7, ..., X,].

3.2 Die spektrale Topologie

Sei wieder A ein kommutativer Ring mit 1 # 0.
Definition 3.11. A heifit semi-reell, falls —1 ¢ > A%

Bemerkung 3.12. A ist semi-reell <= Sper A # ().
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Beweis. “=": Falls —1 ¢ > A? soist Y. A% ein Priipositivbereich. Dann folgt
die Behauptung mit Korollar

“<”: Falls es einen Positivbereich auf A gibt, so ist > A% darin enthalten,
und deshalb kann —1 keine Quadratsumme sein. ]

Definition 3.13. A heifit reell, falls es einen Positivbereich P mit supp P =
(0) auf A gibt.

Bemerkung 3.14. Ist A reell, so ist A ein Integritdtsbereich und es gibt
eine Anordnung auf Quot A. Also gilt fir aq,...,a, € A:

n

Za?zOéai:Ofﬁrallei.

i=1

Definition 3.15. Die spektrale Topologie auf X = Sper A ist diejenige To-
pologie, die von den Mengen der Gestalt

Ula):={P € X |ap(a) >0} ={Pe€ X |a¢ —P}

fiir a € A erzeugt wird. Eine offene Menge der spektralen Topologie ist
also eine beliebige Vereinigung von endlichen Durchschnitten solcher Mengen
Ula).

Definition 3.16. Die konstruktible Topologie auf X = Sper A ist diejenige
Topologie, die von den Mengen U(a) und deren Komplementen

X\U(a) ={Pe X |ap(a) <0} ={Pe X |aec—P}
erzeugt wird.

Satz 3.17. X = Sper A ist quasikompakt sowohl mit der konstruktiblen als
auch mit der spektralen Topologie (dabei bedeutet quasi-kompakt, dass jede
offene Uberdeckung von X eine endliche Teiliberdeckung besitzt).

Beweis. Wir identifizieren eine Teilmenge M von A mit ihrer charakteristi-
schen Funktion

(a) = 0 falls a ¢ M
XMAY) =3 1 falls a € M.

So konnen wir M auffassen als Element in

{0,1} = {f: A — {0,1}}.
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{0,1}# ist aber nach dem Satz von Tychonoff (sieche Aufgabe [8.2) quasi-
kompakt in der Produkttopologie (wobei auf {0,1} die diskrete Topologie
verwendet wird).

Die Produkttopologie ist aber gerade die grébste Topologie, die alle Projek-
tionen auf die einzelnen Komponenten stetig macht. Eine Projektion auf eine
Komponente ist in unserem Fall aber gerade Einsetzen eines Elementes a aus
A (wenn man die Elemente von {0,1}* wieder als Abbildungen auffasst).
Also wird die Produkttopologie gerade von Mengen der Gestalt

O(a) ={M CA|lac M}und {0,1}*\O(a) ={M C A|a¢ M}

mit a € A erzeugt.

Eingeschrénkt auf X = Sper A (welches man natiirlich als eine Teilmenge
von {0,1}* auffassen kann) sind dies aber gerade die Mengen die die kon-
struktible Topologie erzeugen. Also ist die Spurtopologie auf X gerade die
konstuktible Topologie. Wenn wir nun also zeigen, dass X abgeschlossen in
{0, 1}4 ist, folgt die Quasikompaktheit von X in der konstruktiblen Topolo-
gie (siehe Aufgabe[8.1]b)). Da die spektrale Topologie grober ist, folgt daraus
dann sofort auch die Quasikompaktheit in dieser Topologie.

Sei also M C A mit M ¢ X, d.h. M ist kein Positivbereich. Wir miissen
zeigen, dass es eine offene Menge in {0,1}* gibt, welche M enthilt und
disjunkt zu X ist.

Es gibt nun verschiedene Moglichkeiten, warum M kein Positivbereich ist.
Zum Beispiel konnte es a,b € M geben mit a + b ¢ M. Dann ist aber
offensichtlich die Menge

O(a) N O(b) N ({0, 13\ O(a + b))

offen in {0, 1}4, sie enthiilt M und natiirlich keine Anordnung.

Eine andere Moglich ware, dass —1 € M gilt. Dann erfiillt aber die offene
Menge O(—1) die erwiinschte Bedingung,.

Analog 148t sich fiir jede andere Moglichkeit, warum M kein Positivbereich
ist, eine passende offene Menge finden. Damit ist die Behauptung gezeigt. [

Definition 3.18. Sei T' C A ein Préapositivbereich. Wir definieren
Sperp A :={P € Sper A | T' C P}.

Behauptung 3.19. Sper; A ist abgeschlossen in Sper A versehen mit der
spektralen Topologie, also auch quasi-kompakt.
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Beweis. Ist P € Sper A \ Spery A, so gibt es ein ¢t € T mit t ¢ P. Dann
ist aber U(—t) (sieche Definition [3.15)) eine spektral-offene Menge in Sper A,
welche P enthélt und disjunkt zu Sper, A ist. ]

Behauptung 3.20. Sper;™ A := {P € Spery A | P maximal } ist quasi-
kompakt in der spektralen Topologie.

max

Beweis. Sei | J,.; U; eine spektral-offene Uberdeckung von Sper’™ in Sper A.
Ohne Einschrinkung ist dabei jedes U; von der Gestalt

Ui = U(ail) n--- ﬁU(aznl),

denn so sehen Basismengen der spektralen Topologie aus.

Sei nun ) € Spery A beliebig und @@ C P fiir ein P € Sperp™. Dann ist
P e U fiir ein i € I und also ap(a;;) >0 fir j =1,...,n,.

Dies bedeutet aber a;; ¢ —P fiir j = 1,...,n;. Wegen Q C P gilt also auch
ai; ¢ —Q fiir j =1,...,n;, was wiederum dquivalent zu Q € Uj ist.

Also ist | J,;c; U; sogar schon eine spektral-offene Uberdeckung von Sper, A.
Mit Behauptung gibt es dann aber eine endliche Teiliiberdeckung von

Sperp A, welche natiirlich auch eine endliche Teiliiberdeckung von Sperr
ist. [

Behauptung 3.21. Sper;™ A ist haussdorffsch in der spektralen Topologie.

Beweis. In Aufgabe c) soll dies fiir Sper™* A gezeigt werden. Der Beweis
hier geht analog. [

Beispiel 3.22. Wir untersuchen die spektrale Topologie auf Sper R[X]| (zu
Sper R[X] siehe Beispiele (3)). Genauer interessieren uns die Mengen
U(f) mit f € R[X]. Im Beweis von Behauptung haben wir gesehen,
dass eine Menge U(f) mit einem Positivbereich P auch alle kleineren Posi-
tivbereiche () C P enthélt.

Ist in unserem Fall also P, € U(f) fiir ein a € R, so auch P,_, P, € U(f)
(vergleiche Bild auf Seite [46)).

Umgekehrt gibt es aber Mengen U(f), die beispielsweise ein P, enthalten,
aber nicht P,. Betrachten wir etwa

f=-(X=a)(X =)

fiir a,b € R mit a < b.
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—00 b oo
[ ] 2 ® R [ J
[ ] [ ] [ J [ ]

a— a+ b— b+

Offensichtlich ist P, ¢ U(f), da ap,(f) = f(a) = 0 gilt. Ebenso ist P, ¢
U(f),da (X —a) <p, 0,(X —b) <p,  0und somit f <p, 0 gilt. Allerdings
sieht man auf gleiche Weise dass f >p,, 0 gilt, also P,; € U(f). Ebenso
erhilt man By, Py ¢ U(f), aber B,_ € U(f). Fiir a < ¢ < b ist offensichtlich
f(c) >0, also ist P. € U(f). Letztendlich ist f ¢ Py... Somit ist

U(f) = {Puy, P, U{P._, P..P., | a < c < b}.

Fiir
f=X—-a

mit a € R sieht man auf gleiche Weise wie oben

U(f) ={Pusr, P} U{P._.P., P.y | a < c}.

3.3 Das reelle Spektrum von R[X;,..., X,]

Sei A = R[Xq,...,X,] mit R reell abgeschlossener Korper. Weiter sei K =
R(X3,...,X,) der Quotientenkorper von A. Das reelle Spektrum

Xk = Sper K

besteht genau aus den Anordnungen (Positivbereichen) von K. Diese entspre-
chen umkehrbar eindeutig den Positivbereichen P € Sper A mit PN —P =
{0}. Wir wollen deshalb X als Teilraum von Sper A verstehen. Genauer gilt
(wie man sofort sieht)

X C Sper™™ A C Sper A.
Ordnen wir jedem Punkt a = (aq,...,a,) € R™ den Positivbereich
Po={f€Al f(a) =0}

zu und beachten wir, dass

supp P, = {f € A | f(a) =0}
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das maximale Ideal (z1—ay, ..., T, —a,) in A ist, so erkennen wir mit [3.6/2),
dass P, € Sper™** A. Identifizieren wir dann a mit P,, so erhalten wir die
Inklusion

R"™ C Sper™* A C Sper A.

Eine kleine Uberlegung zeigt, dass die spektrale Topologie von Sper A auf
R"™ gerade die Produkttopologie der Intervalltopologie von R induziert. Dazu
folgende

Definition 3.23. Wir ordnen jedem semialgebraischen Ausdruck o (X7, ..., X,)
iiber R sowohl die semialgebraische Teilmenge

Se(R)={a € R" | o(a) gilt in R}

von R" als auch die konstruktible Teilmenge S, von Sper A zu. Dabei ist fiir
den Ausdruck f(Xy,...,X,) >0

Sps0 = {P € Sper A | ay,(f) > 0} = U(f)

und fiir eine boolsche Kombination o von Ausdriicken der Gestalt f > 0 wird
S, geméaf derselben booleschen Kombination gebildet. Also z.B. ist

§f>0/\ﬁg>0 - §f>0 N (SperA AN §g>0).
Nun ist klar, dass folgendes gilt:
S, NR" = S,(R).

Damit sieht man die obige Behauptung iiber die induzierte Topologie ein.

Die Zuordnung S, — §U fiir semialgebraische Mengen ist iiberaus niitzlich.
Wir werden nun den folgenden tiefliegenden Satz in Etappen beweisen.

Satz 3.24. Seien R ein reell abgeschlossener Korper und A = R[Xq, ..., X,|wie
oben. Dann gilt fiir semialgebraische Ausdriicke o, 01,09 tiber R:

(I) So(R) # 0 < S, #10
(]I) SUI (R) = 502(R) <~ Sf; = §U2
(III) S,(R) offen in R™ < S, spektral offen in Sper A.
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Sofort einsehbar sind die Richtungen (I) “=", (II) “<” und (III) “«<=

Beweis. (I): Sei P € Sper A. Wir erinnern uns: Ist o der Ausdruck
f(X1,...,X,) > 0, so bedeutet P € S, gerade 0 < ap(f(Xi,..., X)) =
flap(Xy),...,ap(Xy,)) bezughch der Anordnung P von A = A/supp P. Fiir
ein semialgebraisches o(X7y,. .., X,) bedeutet P € S, also, dass
o(ap(Xy),...,ap(X,)) in dem angeordneten Integritiitsbereich (A, P) gilt.
Dies ist aqulvalent dazu, dass o(ap(Xi),...,ap(X,)) in dem reellen Ab-
schluss R des Quotientenkorpers von (A4, P) gilt. Insbesondere ist dann
Sy(R") # 0. Da R gemeinsamer angeordneter Unterkérper von R und R

ist, folgt mit Korollar daraus S,(R) # 0. O
Korollar 3.25. R" ist beziiglich der konstruktiblen Topologie dicht in Sper A.

Bewets. Sei ohne Einschrédnkung S, eine konstruktibel (offene) Umgebung
von P, also P € S,. Dann exisitert a € S,(R) und damit gilt P, € S,. O

Beweis. (II): Es geniigt zu zeigen:
Sor(R) C Soy(R) = S, € S
Dies folgt jedoch mit o = (07 A —03) sofort aus (I), da
So(R) =0 < S5, (R) C So,(R),
und analog fiir S, O

Bevor wir in den etwas lingeren Beweis von (III) eintreten, wollen wir ein
interessantes Korollar hervorheben.

Ist §0 spektral offen, so ist es (nach Definition) eine potentiell unendliche
Vereinigung von Mengen der Gestalt

Shsonenfms0 = U(f1) NN U(fn)

mit f; € R[Xq,...,X,]. Da aber §0 auch konstruktibel abgeschlossen ist, ist
S, quasi-kompakt in der konstruktiblen Topologie von Sper A. Es reichen also
schon endlich viele der obigen Vereinigungsglieder aus, um S, zu erhalten.

Also gilt
Se=UJNUU).

i=1j=1
Schneidet man wieder mit R", so erhélt man
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Korollar 3.26. (Endlichkeitssatz) Ist eine semialgebraische Teilmenge S C
R™ offen, so ist sie schon endliche Vereinigung von endlichen Durchschnitten
Sis0(R) M-+ 11 Sy, o0l R).

Die noch fehlende Implikation von Teil (IIT) des Satzes folgern wir aus
dem:

Spezialisierungssatz 3.27. Ist S,(R) abgeschlossen im R™, so ist S, ab-
geschlossen unter Spezialisierungen in Sper A, d.h. gilt fiir P, P’ € Sper A,
dass PC P und P € S,, so gilt auch P e3,.

Beweis. (I11): Sei S,(R) offen. Dann ist S5_, = Sper A~ S, nach dem Spe-
zialisierungssatz unter Spezialisierungen abgeschlossen. Wir fixieren P’ € S,,.

Zu jedem P € S, gibt es dann ein fp € P, das nicht in P’ liegt. Damit
liefern die konstruktibel offenen Mengen

§fp20 mit P c gﬁo-

eine Uberdeckung (die nicht P’ enthélt) der konstruktibel kompakten Menge

S_,. Also reichen schon endlich viele zur Uberdeckung. Damit erhalten wir
fi,o o, fm € R Xq,..., X,,] mit

P, € §_f1>()m mg_fm>() g §O"

Also gibt es zu jedem P’ € §U eine spektral offene Umgebung in §U, d.h. gg
ist spektral offen. O

Beweis. (Spezialisierungssatz): Es seien S,(R) abgeschlossen und P, P" €
Sper A mit P' C P" und P’ € S,. Also gilt o(z,...,2,) in A" = A/supp P’
bzgl. der Anordnung P’/ supp P’, wobei z; = a/p(X;) ist. Wir miissen zeigen,
dass o(z},...,z,)in A" = A/supp P" bzgl. der Anordnung P"/supp P" gilt,
wobei z; = o (X;) ist. Es sei R’ der reelle Abschluss des Quotientenkérpers
von A bzgl. der durch P’ induzierten Anordnung. Analog sei R der reelle

Abschluss von Quot(A”) bzgl. P,

Wir erhalten dann die folgende Situation:
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A"

Hierbei ist, wegen P* C P” (und deswegen supp P' C supp P"), die Abbil-
dung definiert durch g|z = id und o(z;) = z; ein ordnungstreuer R-Algebren-
Homomorphismus, d.h. es gilt fiir a,b € A’

AI

a Sl b= o(a) SH o(b).

Dabei bezeichnen <" und <" die Anordnungen von R’ bzw. R".

Wir verwenden dann die beiden folgenden Hilfssétze, deren Beweis wir vor-
erst zuriickstellen.

Hilfssatz 3.28. Es sei ein Diagramm (x) gegeben, wobei R',R" reell abge-
schlossene Korper, A", A" Unterringe und o ein surjektiver ordnungstreuer
Ringhomomorphismus sind. Dann ldsst sich o auf einen konveren Unterring
O von R zu 01 ordnungstreu so fortsetzen, dass p1: O — Ry. wober A" C R,
und Ry reell abgeschlossen sind.

Hilfssatz 3.29. Sind R und Ry reell abgeschlossen, O ein konvexer Teil-
ring von R und 0, : O — Ry ein ordnungstreuer Ringhomomorphismus, so
existiert ein Schnitt p: Ry — O fiir o1, d.h. @ ist ein Homomorphismus mit
01 0@ =id.

Unter Benutzung der Hilfssétze erhalten wir folgendes erweiterte Diagramm:

R R

O

\ ‘Ql/gp‘ Ry
/

R R

A/
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Dabei ist Ry := ¢(Rs). Alle Homomorphismen g, g; und ¢ sind auf R die
Identitéit, und sie sind ordnungstreu bzgl. der Ordnungen < und <”.

Nimmt man nun an, dass o(z") in A" und damit auch in Ry nicht gilt, so
gilt o(p(z")) nicht in R;. Mit Tarskis Transferprinzip folgt aber, dass
die Menge

{z€ R} | o(z) gilt in Ry}

abgeschlossen im RY ist (da die entsprechende Menge im R"™ abgeschlossen
ist und diese Tatsache sich durch einen pranexen Ausdruck ¢ ohne Variablen
aber mit Parametern in R ausdriicken lésst). Also gibt es ein 0 < € € Ry, so
dass in R; gilt:

(+) Vz [llz = (@) <& — —o(2)] .

Verwenden wir nochmals das Transferprinzip (fiir R ersetzt durch Ry,
beachte € € R,!), so erhalten wir, dass (4) sogar in R’ gilt.

Da nach Voraussetzung o(z') in R gilt, folgt aus (4) dann:

1

2" = o(a")[? > €.
Wendet man hierauf den ordnungstreuen Homomorphismus g; an, so folgt
los(a) = o1 0 p(z")[* = a1(e)*.

Nun ist jedoch g,(z') = 2" und o, o ¢ = id. Also folgt p,(¢) = 0. Dies ist
unmoglich, da g1|g, ein Isomorphismus und € € R sind. O

Es bleiben die beiden Hilfssétze zu zeigen.

Beweis. (Hilfssatz [3.28)): Der Kern p von g ist konvex: sind 0 <" a < b € p
und a,b € A, so folgt 0 <" p(a) <" o(b) = 0, also o(a) = 0.

o lisst sich ordnungstreu auf die Lokalisierung A; durch

o(4) :%@) mit abeA, bep

fortsetzen, denn fiir 0 <" b,d € A" gilt:
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~

abd? <" cdb?
o(abd?) <" o(cdb?)

ola) " o0)
o) S o)

IA
alo

R

Der Kern dieser Fortsetzung ist pA;.

Wir bilden dann die konvexe Hiille

O={zeR ||z|< fiir ein % € A;}

S e

von A; in R'. Dies ist ein Ring, und somit nach Aufgabe ein Bewer-
tungsring. Das maximale Ideal M von O besteht aus seinen Nichteinheiten,
d.h.

a
b
M ist konvex in O (wieder Aufgabe . Also induziert <’ eine Anordnung
auf dem Restklassenkérper Ry := O/M. Da R’ reell abgeschlossen ist, gilt
(nach Aufgabe dies auch fiir Ry. (Man beachte, dass Ry nicht notwendig
Unterkorper von R ist.) Der Restklassenhomomorphismus oy (x) := 2 + M
ist nun die gesuchte Forsetzung von p. Denn es gilt

M={zeR ||z < \%] fiir alle €Ay}

’

MnNA,=pA,

Da pAj, das maximale Ideal von Aj ist, bleibt nur noch die Inklusion “27 zu
zeigen. Seien a,b > 0 mit 7€ pA;J gegeben, d.h. @ € pund b € A"~ p. Falls
¢ & M, sogibt es & € (A,)* mit £ <" ¢ und ¢,d > 0. Es folgt dann

Og’cbg/adep

und wegen der Konvexitdat von p auch cb € p, ein Widerspruch. O]

Beweis. (Hilfssatz Da char R = 0 ist, muss ¢, auf Z und damit auf
Q die Identitét sein. Insbesondere liegt Q in O. Mit Zorns Lemma erhalten
wir dann einen maximalen Teilkérper F' von Ry = O/M mit einem Schnitt
¢: F— O, d.h. g; o p = id|p. Wie iiblich schreiben wir g;(z) = T fiir den
Restklassenhomomorphismus.
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Wir zeigen, dass F' dann gleich R, ist. Dazu nehmen wir an, es gibe T €
Rs ~ F und unterscheiden zwei Félle:

1. Fall: 7 ist transzendent iiber F'.
Dann ist aber auch x transzendent iiber ¢(F'), denn aus

™+ (A1) 2™+ (ag) = 0
wiirde Anwendung von p; sofort
T+ Ay T+ ag =0

fir ao, ..., a,-1 € F ergeben. Damit ldsst sich ¢ von F' auf F(Z) durch
(+4) P -+ a0) 1= Plan)a™ -+ plao)

zu einem Schnitt von g auf F(T) fortsetzen. Dies widerspricht jedoch der
Maximalitdt von F'.

2. Fall: 7 ist algebraisch iiber F'.

Sei dann f(X) = Irr(Z, F). Finden wir zu Z ein Element z' € O, das Null-
stelle des Bildpolynoms ¢(f)(X) ist, so konnen wir wieder mit (++) eine
Fortsetzung des Schnittes ¢ auf F'(Z) definieren. Dies wiirde dann wieder der
Maximalitdt von F' widersprechen.

Ebensogut kénnen wir auch eine andere Nullstelle a von f in Ry folgender-
maflen verwenden: Da f eine Nullstelle in Ry hat (ndmlich ) und Ry reell
abgeschlossen ist, hat ¢(f) mit dem Transferprinzip in R’ eine Nullstel-
le, etwa 2’ € R'. Da ¢(f) normiert ist, ist 2" ganz iiber (F), liegt also in O
(O ist ganz abgeschlossen in R'). Dann ist aber 2’ Nullstelle von f und wir
kénnen o = 2" setzen. Damit hiitten wir wieder einen Widerspruch gegen die
Maximalitdt von F'. ]

3.4 Der Positivstellensatz

Sei T' C A ein Préapositivbereich. Dann ist

T'= () P

TCP
P Positivbereich

ebenfalls ein Préapositivbereich. Im Koérperfall ist 77 = T (siehe Satz [1.16)).
Wir fragen uns nun, wie 7' und 7" im Ringfall zusammenhéngen.
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Beispiel 3.30. A=R[X,Y]> f=X*Y*(X?+Y?—-1)+1.

Es gilt f(a,b) > 0 fiir alle a,b € R, aber f ¢ > A? =:T.
Behauptung: f €T’ also T CT".

Beweis: Sei P € Sper A mit f ¢ P, also —f € P. Betrachte wieder

ap: A — A:= A/supp P.
Es gilt f := ap(f) <5 0. Weiter ist
A=R[X, X]=R[X,Y]

und also f = f(X,Y) <5 0.

Sei R der reelle Abschluss von (Quot R[X, Y], P) (wobei wir den auf Quot R[X, Y]
fortgesetzten Positivbereich wieder mit P bezeichnen).

Sei S die folgende iiber R semialgebraische Menge:

S={(z,y) | f(z,y) <0}

Dann ist S(R) # 0, da (X,Y) € S. Also ist auch S(R) # () (Korollar [2.17)).
Dies ist ein Widerspruch zu f(a,b) > 0 fiir alle a,b € R.
Somit liegt f in allen Positivbereichen, also in T”.

In diesem Beispiel wurde eigentlich gezeigt:

Lemma 3.31. Ist f € R[Xy,...,X,] strikt positiv auf R", so auch auf
Sper R[ X7, ..., X,], d.h.

ap(f) >0 fir alle P € SperR[ X1, ..., X,].
Die analoge Aussage gilt auch fiir >.

Satz 3.32 (Positivstellensatz, abstrakt). SeiT" ein Prdpositivbereich von
A und f € A strikt positiv auf Sperp™ A, d.h. ap(f) > 0 fir alle P €
Sperp™. Dann gibt es t1,to € T mit

tf =1+t
Beweis. Annahme: Solche ¢, t, existieren nicht. Dann gilt
—1¢T—fT =T.

Damit ist aber T} ein Prapositivbereich {iber T', welcher — f enthélt. Wahle
nun einen maximalen Positivbereich P iiber 77. Dann ist P € Sperp™ A und

—f € P, Widerspruch. O



3.4 Der Positivstellensatz 59

Satz 3.33 (Positivstellensatz, konkret). Sei T’ ein Prdpositivbereich von
A = R[Xy,....X,] und f € R[Xy,...,X,] sei strikt positiv auf R™ (d.h.
f(a) >0 fir alle a € R™). Dann hat f die Gestalt

14t
==

S

mit t1,t, € T.

Beweis. Folgt sofort aus Lemma und dem abstrakten Positivstellensatz.
O

Sei nun wieder A beliebiger kommutativer Ring mit 1 # 0 und seien
g1, 9r, h1,..., hs € A gegeben. Setze nun

G = gllN e gf}l = Menge aller endlichen Produkte der g;, und

T=T(hy,....h)):= Y hi'--h Y A%

ve{0,1}s

Weiter sei I ein Ideal in A.
Fiir P € Sper A betrachte wieder

ap: A — A:= A/supp P
f=ap(f)=:f(P)

Satz 3.34 (Allgemeiner Positivstellensatz, abstrakt). Die folgenden
beiden Aussagen sind dquivalent:

(1) Es gibt kein P € Sper A mit

f(P) =0 fir alle f € I,

gi(P)#0 firj=1,....,r;
h(P)>0 firl=1,...,s.

(2) Es gibtbe I,ce G undteT mit

A+t=nh.
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Beweis. “(2) = (1)” : Sei P € Sper A mit f(P) = 0 fiir alle f € I sowie
g;j(P) # 0 und hy(P) > 0. Dann gilt fiir alle c € G,t € T'und b € I:

c(P) # 0, also ¢(P)? > 0,

t(P) > 0 und b(P) = 0.

Also folgt
(> +1)(P) > 0= b(P),

und damit ¢® +t # b.
“(1) = (2)” : Wir betrachten die Verkettung von drei Homomorphismen:

A— A=A — A= (G) 4, — A)(P'Nn-P)),
die wir wie folgt definieren.

A—)A/I

a—a:=a-+1

sei die kanonische Projektion, und setze G:={clceG}sowieT :={t|te
T'}. G multiplikativ abgeschlossen, d.h.

G-GCGund1eq.

Falls 0 € G, so ist ¢ € I fiir ein ¢ € G. Dann folgt die Behauptung aber schon
mit ¢t = 0,b = 2.

Sei also 0 ¢ G. Dann ist die Lokalisierung A’ := (G)~*4; von A; nach G
nicht der Nullring. Wir konnen nun den folgenden Homomorphismus definie-
ren:

Setze schliefflich

T’ ist ein Semiring, d.h.

T+1TCT, T -T'CT, (A)?CT.
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Es gibt nun zwei Félle. .
1. Fall: —1 € T". Dann ist also —1 = E% fireint €T, c € G, d.h.

¢ (@ +1) =0 fiir ein 77 € G.

Also gibt es ein b € I mit

2 2
cLc ct = b .

(cic)™+ L
cG cT el

In diesem Fall ist die Behauptung somit gezeigt.
2. Fall: —1 ¢ T". Erweitere 7" zu einem P’ € Sper A’ und betrachte die
Projektion
ap: A" — A'J(P'n—P").

Sei nun a: A — A’/(P' N —P’) die Verkettung der drei Homomorphismen
und setze
P :=a Y ap(P)).
Dann ist P € Sper A und es gilt
b(P') = a(b) =0 fir alle b € I,

t
t(P")=a(t) >0 firalleteT, da 7 € T'C P und

1
c(P") = a(c) # 0 fiir alle ¢ € G, da & und = € P

Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung, also kann dieser Fall gar
nicht einteten. O]

Satz 3.35 (Allgemeiner Positivstellensatz, konkret). Sei R reell abge-
schlossen und A = R[ Xy, ..., X,]. Seien fi,..., fm, 015+ Gryh1, ..., hs € A
und G, T wie oben definiert. Sei I = I(f1,..., fm) das von den f; erzeugte
Ideal. Dann sind dquivalent:

(1) 4+t =10 fiir gewisse c€ G;t €T und b € I
(2) fir kein a € R™ gilt gleichzeitig
fila) =0 firi=1,...,m

gj(a) #0 firj=1,....r
hi(a) >0 firl=1,...,s.
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Beweis. Wir zeigen, dass (2) dquivalent dazu ist, dass es kein P € Sper A

gibt mit
filP)=0firi=1,...,m
gj(P)#0firj=1,...,r
h(P)>0firl=1,...,s

Dann folgt der Satz sofort aus der abstrakten Version.

Wir nehmen zuerst an, dass es ein solches P € Sper A gibt. Wir betrachten

wieder

ap: A— A=R[X,,..., X,]
und P := ap(P). Sei R; der reelle Abschluss von (Quot A, P).

Ry / R
R
Dann gilt fiir

={(21,...,2,) | fi(x) = 0,g5(z) # 0, y(x) > 0}

(
offensichtlich S(R;) # 0, da (Xi,...,X,) € S(R;) (denn z.B. f;(X) =
) =

F(X) =0, da fi(P) = 0).

Also ist auch S(R) # 0, d.h. es gibt ein a € R" mit f;(a) =0, g;(a) # 0 und
hi(a) > 0. Damit ist die erste Richtung der Aquivalenz gezeigt.

Sei nun umgekehrt a € R™ mit f;(a) = 0, g;(a) # 0 und hy(a) > 0. Betrachte
den Einsetzungshomomorphismus

Yo A— R
[ fla)
und den damit “zuriickgezogenen” Positivbereich P := ¢ ' (R?). Fiir P gilt

offensichtlich
filP)=0firi=1,...,m

gi(P)#0furj=1,...,r
hM(P)>0firl=1,...,s

Damit haben wir auch die zweite Richtung der Aquivalenz gezeigt. O]
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Folgerungen 3.36. Wir zichen nun einige Folgerungen aus dem Allgemeinen
abstrakten Positivstellensatz.

(D(a)

(IT)

Positivstellensatz, konkret: Sei f € R[X1,...,X,].

Setze fi = 0,91 = 1 und h; = —f. Wenn f strikt positiv auf R" ist,
gibt es kein @ € R™ mit hy(a) > 0. Also gibt es nach dem Allgemeinen
konkreten Positivstellensatz ein ¢ € T' mit 1 +¢ = 0. Wegen T =
STAZ— f3T A% also 1+ s — fse =0 fiir gewisse s; € > A%, d.h.

f82 = 1—|—81.

Seien f, hy,...,h, € R[X1,...,X,]. Setze f; =0,91 = 1, hg = —f.
Wenn f strikt positiv auf

ist, so gibt es kein a € R™ mit
hO(a) > Oa hl(a) > Oa .. .,hn(@) > 0.

Also gibt es nach den Allgemeinen konkreten Positivstellensatz
ein t' € T' := T(ho,h1,...,hy) = T(h1,...,hy) — fT(hy,..., hy,) mit
14+t =0, also

fti=1+1

mit tl,tg € T(hl, ceey hn)
Verallgemeinerung des 17. Hilbertschen Problems: Sei f positiv semi-

definit auf W(hy,..., hs). Setze dann f; = 0,91 = f,ho = —f. Dann
gilt fiir alle a € R”

hi(a) >0 firi=0,...,s = g1(a) = 0.
Also gilt nach dem Allgemeinen konkreten Positivstellensatz
( fm)Q + t/ =0

fir ein m € Nund ¢ € T" = T(hy,...,hs) — fT(hy,...,hs). Somit
erhalten wir die Darstellung

fto=f""+1t
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fiir gewisse t1,ty € T'(hy,...,hs). Dies ist eine Verallgemeinerung von
Hilberts 17. Problem.

Ausserdem koénnen wir nun in diesem Fall die Frage kldren, die wir uns
am Anfang dieses Abschnittes gestellt haben. Wir wollten den Zusam-
menhang zwischen einem Pripositivbereich 7" und dem Durchschnitt
aller dariiberliegenden Positivbereiche untersuchen. Falls f € P fiir alle

77777

Allgemeinen abstrakten Positivstellensatz, die gleiche Darstellung fiir

f. Also gilt
N P

T(hi,..., hs) C P
P Positivbereich

= {f | fta = f2™ +t, fiir gewisse m € N, ty,ty € T'(hy, ... ,hs)} )
(III) Reeller Nullstellensatz: Seien f, f1,..., fm € A= R[X1,..., X,] mit
f=0auf V(fi,...,fm) :={z € R"| filx) =0,..., fru(z) =0}.

Dann exisitieren » € N und ¢ € Y A% mit

4t eI(fi,..., fm)

Beweis. Setze g1 = f sowie h; = 0, dann gilt nach dem Allgemeinen
konkreten Positivstellensatz

f2r+t€](f17"‘7fm)
fir ein r € Nund ein t € T'(hy) = > A% O

Definition 3.37. Sei [ ein Ideal im kommutativen Ring A. Dann heifit
rrad (/) := {a € Al a® +1t €l fiir gewisse m € N,t € ZA2}

reelles Radikal von I.
Ein Ideal J heifit reell, falls A/.J ein reeller Ring ist (vgl. Definition |3.13]).

Behauptung 3.38. Es gilt

rrad(]) = ﬂ p.

ICop
p reelles Primideal
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Beweis. “ C 7 :Ist a € rrad([), so also a®™ +t € I fiir gecignetes m € N, t €
> A2 Insbesondere gilt natiirlich auch fiir jedes reelle Primideal p iiber I
a’™ +t € p. Also gilt in A/p

a?m +t =0,

und da A/p reell ist, folgt @ = 0 und somit a € p.

“D 7 :Seiaaus dem Schnitt iiber alle reellen Primideale tiber I. Sei weiter
P € Sper A mit I C supp P. Dann ist aber supp P ein reelles Primideal iiber
I, und somit gilt a € supp P.

Also gibt es keinen Positivbereich P auf A mit

f(P) =0 fur alle f € I und

a(P) #0.

Nach dem Allgemeinen abstrakten Positivstellensatz gibt es nun eine Dar-
stellung

adm4+tel

mit gewissem m € N und ¢t € Y A% Also ist a € rrad(I). O

Bemerkung 3.39. Das Radikal eines Ideals I ist definiert als

rad(/) = ﬂ p ={acA|a" el fireinmeN}.

ICyp
p Primideal

Es gilt der folgende Satz:

Satz 3.40 (Hilbertscher Nullstellensatz). Sei C' ein algebraisch abge-
schlossener Kiorper und A == C[Xq,...,X,]. Sei I = (f1,..., fm)a ein end-
lich erzeugtes Ideal und sei f € A.

Gilt dann

fla) =0 fir alle a € C" mit fi(a) =--- = fr(a) =0,

so gilt
f e rad(I).
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3.5 Archimedische Ringe

Sei A ein kommutativer Ring mit 1 # 0 und 7' C A eine Praordnung.

Definition 3.41. T heifit archimedisch in A, falls es zu jedem a € A ein
n € Nmit n —a €T gibt.

Bemerkung 3.42. Offensichtlich gilt
T CT', T archimedisch = T" archimedisch,
also insbesondere auch
T C P, T archimedisch und P Positivbereich = P archimedisch .

Wir erinnern uns nun daran, dass wir fiir einen gegebenen Positivbereich
T den Schnitt iiber alle dariiberliegenden Positivbereiche mit 7" bezeichnet
hatten:

rcT= () P

TCP
P Positivbereich

Fiir die folgende Behauptung benétigen wir auch die Quasi-Kompaktheit von
Sperp, A ={P € Sper A |T C P}

aus Behauptung wieder.

Behauptung 3.43. Wenn alle P € Spery A archimedisch sind, so auch T'.

Beweis. Sei a € A beliebig gegeben. Zu jedem P € Sper, A gibt es nach
Voraussetzung ein np € N mit np —a € P.
Sei nun 0.B.d.A. immer schon

n,—a€P":=P\-P,

was durch Addition von 1 zu np immer erreicht werden kann.

Damit haben wir aber eine offene Uberdeckung von Sper; A in der spektra-
len Topologie durch die Mengen U(np — a) mit P € Sper, A. Also folgt aus
der Quasi-Kompaktheit schon

Unp, —a)U...UU(np, —a) D Speryp A
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fiir gewisse Py, ..., P, € Spery A.
Mit N := max{np,...,np,} gilt also

U(N —a) D Spery A,
und somit N —a € P fiir alle P € Sper; A, d.h.
N—-aeT.
O

Wir kénnen die Aussage des vorigen Beweises auch anders formulieren. Wir
haben ja gezeigt, dass

N —a > 0 auf Sper; A

fiir ein passendes N € N gilt. Damit erhalten wir aber mit dem Positivstel-
lensatz eine Darstellung
tl(N—a) = 1—|—t2

fiir gewisse t1,t, € T.
Wir geben nun einige Beispiele fiir archimedische Prapositivbereiche und
Positivbereiche.

Beispiele 3.44. (1) > R? = R? ist archimedisch in R. Ebenso Y Q% in Q.

(2) A = R[X]: Die Positivbereiche P,, P,, P,— mit a € R (vergleiche Bei-
spiele[3.10)(3)) sind alle archimedisch in A. Die Positivbereiche Py, P_o
sind aber offensichtlich nicht archimedisch, denn die Unbestimmte X
bzw. —X ist ja grofler als alle reellen Zahlen.

(3) A= R(X): Hier ist keiner der Positivbereiche archimedisch. Denn egal
welche Position die Unbestimmte X beziiglich der reellen Zahlen hat,
kann man sich immer ein Element konstruieren, welches grofler als alle
reellen Zahlen ist. Ist zum Beispiel X infinitesimal kleiner als die Null,

SO ist —% ein solches Element.

(4) Sei X ein kompakter Hausdorffraum, und sei A = C(X,R) der Ring
der stetigen Funktionen von X nach R. Dann ist T := C(X,R?), die
Menge der Funktionen, die nur nichtnegative Werte annehmen, eine ar-
chimedische Priordnung auf A. Die Praordnungseigenschaften rechnet
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man sofort nach. Da eine stetige Funktion f von X nach R wegen der
Kompaktheit von X immer ihr Maximum annimmt, nimmt die Funk-
tion N — f fiir ein geeignetes N € N nur nichtnegative Werte auf X
an (N muss nur grofer als das Maximum von f auf X sein). Also ist
T" archimedisch.

Sei nun A endlich erzeugt iiber R, d.h. A habe die Gestalt
A=Rlzy,...,2,).

Dann ist
[:={peR[Xy,....X,] | p(zs,...,2,) =0}

ein Ideal im Polynomring R[X1, ..., X,], also
I= (ph ce apm)R[Xl ..... X5
fiir gewisse p; € R[Xy,..., X,]. Es gilt
A=Rlzy, ...,z =R[Xy,..., X,]/1,

was man sofort aus dem Homomorphiesatz und der Tatsache, dass die Ab-
bildung

R[Xl,. .. 7Xn] - R[.’El, .. ,l’n]
p (... )
gerade [ als Kern hat, erhilt.

Lemma 3.45. Sei A = Rlzy,...,x,], und sei T ein Prdpositivbereich von
A. Dann sind dquivalent:

(1) T ist archimedisch
(2) es git Ne Nmit N+ xy,....Ntx, €T
(3) es gibt N e Nmit N —>" 2?2 €T

=11

Beweis. (1) = (3): klar.
(3) = (2):

1 1 ? ) )
(N+Z>i$z‘= <§i1‘z) + (N—Z%) +ij€T.

J JFi
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(2) = (1): Wir zeigen die Aussage: “Zu jedem f € R[Xj, ..., X,] gibt es ein
m € N mit m — f(xy,...,2,) € T” durch Induktion iiber den Aufbau von f.
Falls f e RU{%+Xy,...,+X,}, so ist die Aussage klar. Jedes Element aus
R 148t sich durch ein solches m iiberschreiten, da T auf R eingeschrénkt ja
gerade R? ergibt und somit archimedisch in R ist. Jedes der X, ldsst sich
nach (2) tiberschreiten.

Wir nehmen nun an, dass es fiir gewisse fi, fa € R[Xq,...,X,] solche
ni,ne € N gibt mit n; + fi(z1,...,2,) € T und zeigen die gleiche Aussa-
ge fir fi + fo sowie fiir f; - fo.

Addition: Es gilt offensichtlich

(n1+n2):|:(f1~|—f2)(:v1, e ,[En) = (nlifl(xl, Ce ,an))—l—(TLQifz([El, Ce ,J?n)) ceT.
Multiplikation: Es gilt

3ning — fife = (1 + fi)(n2 — f2) + ni(ne + f2) + na(ny — f1) und

3mng + fifa = (n + fi)(n2 + f2) + ni(n2 — fo) +na(ni — f1).

Also folgt
3ning £ (fife)(@e,...,2,) €T.

O

Korollar 3.46. Seien wieder A = R[xq,...,x,] und T ein Prdapositivbereich

von A. Dann ist
T+ (N - x§> T
archimedisch (falls es iiberhaupt eine Prdordnung ist).

Satz 3.47. Seien hy,...,hs € R[Xy,...,X,], und sei T = T(hy,..., hs).
Dann gelten

(1) =1 ¢ T < W(hy,...,hs) #0.
(2) T archimedisch <= W (hy, ..., hs) kompakt.

Beweis. (1)“ <« 7":1Ist —1 € T, so kann W = W(hy, ..., hs) keine Elemente
enthalten, da Elemente aus T offensichtlich immer nichtnegativ auf W sind.
“= 7. T ist ein Prapositivbereich. Wahle nun ein P € Sper, A. Betrachte
die Projektion
ap: A — A=R[Ty,...,7)
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und bezeichne das Bild von P unter ap mit P. Sei R der reelle Abschluss

von (Quot(A), P). Wir betrachten die iiber R semialgebraische Menge
S={(x1,...,2,) | ha(z) > 0,..., ha(x) > 0}.

Es gilt S(R) # 0, da ja hy(7,...,7Z,) = h; € P. Wegen R C R ist also auch
S(R) # 0, was aber gerade W (hy, ..., hs) # 0 bedeutet.

(2)“="7:Sei N—>. X2 € T(hy,...,h,) fiir ein geeignetes N € N. Dann
gilt fiir alle a € W (hy, ..., hs) aber (N — > X?)(a) > 0, d.h. also

NZZCL?.

Also ist W in einer Kugel mit Radius v/ N enthalten und somit auch kompakt.

“«<7: Wihle N € N so, dass W echt in der Kugel um den Ursprung mit
Radius /N liegt. Dann ist namlich f := N — 3> X2 > 0 auf W(hy,..., hs).
Mit dem konkreten Positivstellensatz erhalten wir t,¢ € T'(hy,...,hs) mit
t1f =14t und also

(1+t)f=t1f>€T.

Setze Ty := > A%+ f > A% T, ist eine Priordnung, da zum Beispiel g(0) > 0
fiir alle g € Ty gilt. Also kann —1 nicht in Tj sein. Die anderen Bedingungen
sind klar.

AuBerdem ist Tj archimedisch (siehe Korollar [3.46]). Es gibt also ein N’ € N
mit N’ — t e To.

Beachte weiter, dass (14¢)7y € T gilt (denn (1+t) € Tund (1+¢)f € T).
Somit haben wir

fHIN=f+tf+tY X?eT

und
(1+N)YN —t)=(1+t)(N —t)+ (N —t)* €T.

Also ist N' —t € T', und damit
N(N'+1) =) X?=NN'+f=(f+tN)+ N(N' —t) € T,
. Somit ist T" archimedisch. m

Sei nun A wieder ein beliebiger kommutativer Ring und 7' C A ein archime-
discher Prépositivbereich. Betrachte fiir P € Sper, A wieder die Projektion

ap: A— A= A/suppP D P, supp P = {0}

a—a=oy(a) =a(P).
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Behauptung 3.48. P ist archimedisch in A.
Beweis. Fiir a € Aist n —a € T C P fiir ein geeignetes n € N. Also ist
n—a=n-a€cP, dh. n>pa.

]

Achtung: Quot (A) muss nicht archimedisch beziiglich der fortgesetzen An-
ordnung P sein. Denn R[X] ist beispielsweise archimedisch beziiglich P,
aber auf R(X) gibt es tiberhaupt keine archimedische Anordnung!

Lemma 3.49. Sei T' C A archimedisch. Dann gilt fiir P € Spery A:

P maximal <= Quot(A) archimedisch beziiglich P
<~ ap: A— R

Beweis. Sei P maximal. Wir betrachten wie oben die Projektion ap und
den Positivbereich P auf A, den wir anschlieBend wieder auf K = Quot(A)
fortsetzen durch % > 0 < ab € P. Wir betrachten dann

O :=0(L) :={z € K ||z| <m fiir ein m € N}.

O ist ein Bewertungsring von K (vergleiche Aufgabe mit maximalem
Ideal

1
m:{x€K|]x\<—ﬁjrallemEN}.
m

Wir nennen O/m den Restklassenkérper von O und betrachten den kanoni-
schen Homomorphismus

Aco L o/m
K = Quot(A)

Qp

A

O/m 148t sich anordnen durch

r+m<y+mics=—=Szr-—yemVze<py.
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o K

\
)

T~

0o
\VAVE

O/m

(O/m, <) ist archimedischer Korper, er a8t sich also ordnungstreu in R
einbetten (nach Satz von Holder, [L.6). Wir haben also insgesamt

A Aco L omR

und bezeichnen diese Hintereinanderausfithrung mit 9.

Sei P’ := §~'(R?) O P. Da P’ ein Positivbereich ist, folgt aus der Maxi-
malitit von P schon P = P’. Also ist 3 eingeschrinkt auf A schon injektiv.
Sonst kénnte man nimlich ein Element @ aus A wihlen mit 3(a) = 0 und
a <p 0. Dann wére aber a € P'\ P, Widerspruch.

Also bildet schon ap nach R ab, somit ist Quot(A) archimedisch angeordnet
beziiglich P.

Sei umgekehrt angenommen

ap: A — R mit P C R%

Wir wollen zeigen, dass P maximal ist. Sei dazu P’ O P. Dann ist ap(P’) =
P’ D Pund p := P'N —P ist ein Primideal von A.

Angenommen es gibt 0 <z @ € p. Dann gibt es aber auch ein n € N mit
1 < na € p, denn wir befinden uns ja nach Voraussetzung in R. Dann ist
aber

~1=(na—1)— na, P,
—— —~—
epP ep

Widerspruch. Also ist p = {0} = supp P und mit Behauptung [3.6[ (2) folgt
P =P’ also auch P = P'. O]

Wieder sei A ein kommutativer Ring und 7" ein archimedischer Prapositiv-
bereich auf A. Wir bezeichnen nun mit X das maximale Spektrum {iber T,
d.h.

X = Sperp™* A.
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Jedes Element a € A kann man nun als Abbildung auf X auffassen, ndmlich
durch

a: X —R
P — a(P) = ap(a).

Nach dem obigen Lemma landen wir so natiirlich in R.
Wir versehen nun wieder X mit der spektralen Topologie.

Behauptung 3.50. Fir jedes a € A ist a € C(X,R).

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass a~'((z,00)) und @~ '((—oo,z)) fiir je-
des z € R offen in der spektralen Topologie auf X ist (denn die Mengen
(x,00), (—00, x) erzeugen gerade die iibliche Topologie auf R).

Es gilt

a ((r,00)) = {PeX|z<a(P)}
- U {P€X|£<a(P)}

:c<%
s, 7 €L
s>0

= |J {Pex|r<saP)}.

z < T
s, 7 €L
s>0

Es ist aber {P € X | r < sa(P)} = U(sa — r) N X offen in der spektralen
Topologie auf X. Fiir (—oo, z) schliefen wir analog. O

Wir haben also die Abbildung
¢: A— C(X,R)
a—a

mit den folgenden Eigenschaften:

—

a+b(P)=ap(a+0b) =ap(a) + ap(b) =a(P) —|—E(P) und

@ b(P) = ap(a-b) = ap(a) - ap(b) = a(P) - b(P)

fiir alle P € X. Also gilt a+b=a+bunda-b=a-b Ebenso gilt 1 =1, denn
1(P) = ap(l) =1 fiir alle P € X. Somit ist ¢ ein Ringhomomorphismus.
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Satz 3.51 (Darstellungssatz). Sei A ein kommutativer Ring mit Q C A
und sei T C A ein archimedischer Prdpositivbereich. Dann definiert a — a
einen Ringhomomorphismus

or: A— C(X,R),
wober X = Sperp™ A mit der spektralen Topologie versehen ist. Es gelten
(1) a>0 auf X = acT.
(2) a>0 auf X <= a+reT firallereQ mit0<r.

(3) @ =0 auf X (also a € Kern®r) <= r+a € T fir alle r € Q mit
0<r.

(4) ©r(A) ist dicht in C(X,R) beziiglich der Maximumsnorm, d.h. zu jedem
f € C(X,R) und jedem ¢ > 0 gibt es eina € A mit ||a — f|lo < &.

Beweis. (4): Folgt aus dem Satz von Stone-WeierstraB (vgl. Aufgabe [10.2)):
C(X,R) ist beziiglich der Maximumsnorm eine vollstandige R—Algebra und
O (A) ist eine Q—Unteralgebra davon. &1 (A) liegt dicht in C(X,R), falls
Or(A) “Punkte” trennt, d.h. fallses zu Py, P, € X mit P, # Py eina € &p(A)
gibt mit a(Py) # a(Pz). Dies ist aber in diesem Fall erfiillt, denn man wéhle
einfach ein a € P; \ P». Dann erhilt man

/a\(Pl) = Oép1<a) >0> O{P2(a) :/a\(PQ)

(3): Folgt aus (2).
(2): Folgt aus (1), denn “ = 7 ist offensichtlich mit (1) und “ < ” erhalt
man so:
a+rel = 0<apla+r)=ap(a)+r

fir alle P € X. Gilt dies fiir alle r € Q mit » > 0, so folgt schon ap(a) > 0
fiir alle P € X.
(1): Sei a(P) = ap(a) > 0 fiir alle P € X = Sperp™ A. Dann erhalten wir
mit dem abstrakten Positivstellensatz (3.32)) gewisse ¢,t; € T mit ta = 1+1;.
Da T archimedisch ist, gibt es m,l € N mit | —¢t,m + a € T. Wir zeigen
nun, dass fiir alle r € N gilt:

1
a+§ET:>a+(§—7>ET.
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Denn:
Pa+(rl—1)=(0—t)(la+7r)+l(ta—1)+tr € T.

—— —— N—
eT eT eT

Multiplizieren wir nun mit llz (es gilt @ C A und daher QT C T'), so erhalten
wir das Resultat.

Wir beginnen nun also mit der Tatsache, dass a + mTl € T gilt, und iterieren
das obige Resultat, bis wir schlief8lich

(a+m7l>—m7l:a€T

erhalten. O]

Satz 3.52 (Schmiidgen). Seien f, hy,..., hs € R[Xy,..., X,] =@ A. Sei
weiter
Wik, h) = & €R" | Ia(2) > 0,. .., hu(x) > 0}

kompakt. Falls dann
f>0auf W(hy,..., hs)

qilt, so folgt
feT(hy,... hs).

Beweis. Da W = W (hy, ..., hs) kompakt ist, ist T'= T'(hq, ..., hs) archime-
disch nach Satz B.47

Sei P € Sperp™ A. Dann gilt nach Lemma [3.4% ap: A — R, d.h. fiir alle
g €R[Xy, ..., X,] ist

ap(g) = glap(Xy),...,ap(Xy)) = g(X1,..., X,).

-~

[SING eRn

Da T C P, folgt
0<ap(h))=hi(X1,...,X,) firi=1,...,s,

somit ist

(X1,...,X,) €W,

Also gilt nach Voraussetzung

0< f(X1,.... Xs) = ap(f),
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d.h. f (definiert wie im Darstellungssatz) ist strikt positiv auf Sper;® A.
Dann liefert der Darstellungssatz aber

feT(hy,... hs).

Wir schauen uns nun Beispiele zum Satz von Schmiidgen an.

Beispiele 3.53. - Wir wihlen n = 2 und
hi =Xy, ho =Xy, hg=1— (X1 + Xy).

Dann ist die Menge W = W (hy, hs, hy) das folgende (kompakte) Drei-
eck im ersten Quadranten des R?:
R2
(07 1) T

Nach dem Satz von Schmiidgen hat also jedes reelle Polynom f in
zwei Unbestimmten, welches strikt positiv auf dieser Menge W ist, eine
Darstellung der folgenden Gestalt:
f: 0'0—|—O'1X1+O'2X2+0'3(1—X1 —XQ)
—I— CT4X1X2 —|— 05X1 (1 — Xl — Xg)
+ O'6X2 (1 - X1 - XQ) + O'7X1X2 (1 — X1 — XQ)
mit gewissen o; € > R[ X7, Xy)*.

- Die Bedingung “W kompakt” kann im Satz von Schmiidgen nicht weg-
gelassen werden. Denn etwa:

f= XY+ X?Y* - 3X2Y? 4+ 2 > 0 auf R?,

aber f ¢ Y R[X,Y]? (vgl. Aufgabe [5.3), was man aber aus dem Satz
von Schmiidgen ohne die Kompaktheit bekdme mit s = 1, hy = 1.
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- Die Bedingung “f > 0”7 kann im Satz von Schmiidgen nicht abge-
schwicht werden zu “f > 0”. Siehe dazu Aufgabe [10.3]

- Die echten Produkte h{*hs? - - - R, die in der Darstellung fiir f im Satz
von Schmiidgen auftreten, kénnen im Allgemeinen nicht (alle) wegge-
lassen werden, d.h. fiir f > 0 auf W (hy,...,hs) konnen wir im Allge-
meinen nicht

f200+01h1—|—"‘+03h5

mit Quadratsummen o; erwarten. Ein Beispiel dafiir ist das folgende
(wieder mit n = 2):

hlzXl, hQZXQ, h3:4—(X1+1)(X2+]—)

Dann ist W (hy, ho, h3) die folgende kompakte Menge:
R2

Sei nun N so gewiihlt, dass f := N — (X? + X2) > 0 auf W gilt (z.B.
N =10). Es gilt aber

FED+Y i+ bty by (D =Y RIX, XP).

Dies sieht man am besten folgendermafien: Wir definieren uns die Men-
ge S C R[Xy, Xy wie folgt. Wir ordnen fiir ein gegebenes Polynom
p € R[X7, X5]\ {0} die Monome lexikographisch nach ihren Hochzahlen
und betrachten das groite nichtverschwindende Monom p(, ;) X1 X3"
mit n,m € Ny und pg,m) € R. Dann berechnen wir n und m modulo
2, d.h. (n,m) ist kongruent zu einer der folgenden vier Moglichkeiten:

(0,0), (1,0), (0,1), (1,1).
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SchlieBlich definieren wir (fiir p # 0): p € S genau dann wenn entweder
(n,m) = (0,0),(1,0),(0,1) und pgm) > 0

oder
(n,m) =(1,1) und ppomy < 0.

Zudem fordern wir 0 € S.

Man sieht leicht, dass S abgeschlossen ist beziiglich Addition und unter
Multiplikation mit Quadraten, d.h.

S—l—SQSund ]R[Xl,XQ]QSQ S.

Weiter gilt offensichtlich hq, hy, hg € S. Damit miisste aber f, wenn es
eine Darstellung

f:0'0+0'1h1+0'2h2+0'3h3 <Ui c ZR[X17X2]2>

hétte, auch in S sein, was aber offensichtlich nicht der Fall ist.
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4 Quadratische Moduln

In diesem Kapitel wollen wir eine Verschéarfung des Satzes von Schmiid-
gen bereitstellen.

4.1 Semi-Ordnungen auf Koérpern

Definition 4.1. Sei K ein Koérper. Eine Teilmenge M von K heifit quadra-
tischer Modul von K, falls gilt:

M+MCM, MK*CM, 1eM, —1¢M.
Gilt zusétzlich noch M U —M = K, so heiit M eine Semi-Ordnung von K.

Jede Priordnung von K ist automatisch ein quadratischer Modul. Es gibt
jedoch quadratische Moduln, die nicht unter Multiplikation abgeschlossen
sind. In Beispiel hatten wir eine Teilmenge S von R[X7, X5] definiert.
Erweitert man die dortige Definition auf R(X;, X5) indem man setzt

ges’:@fges,

wobei f, g € R[X1, X,] mit g # 0 sind, so ist S ein quadratischer Modul von
R(X4, Xs), jedoch keine Préaordnung.

>" K? ist der kleinste quadratische Modul von K, falls K reell ist. Besitzt
K einen quadratischen Modul, so ist umgekehrt K reell.

Lemma 4.2. Ist S C K eine Semi-Ordnung und definiert man a <g b, falls
b—a €S ist, so gelten

1. a < a,
2.a<bb<c=a<cg,
3. a<bb<a=a=0,
4. a <b oderb<a,

b a<b=a+c<b+c,
6. a <b= ac® < bc2.

(Wir schreiben kurz <, wenn die Abhdngigkeit von S klar ist.)
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Beweis. Alle Eigenschaften bis auf 3. sind klar. Fiir 3. bleibt zu zeigen:
x,—r €S =x=0.

Wire x # 0, so hétten wir

BRI (1 _2"”_1)2 +(~2) <1 +2””_1>2 s

Man beachte, dass K reell, also char K # 2 ist. O]

Bemerkung 4.3. Erfiillt eine zweistellige Relation x < y die Eigenschaften
1.-6., so ist umgekehrt
S={zxeK|0<zx}

eine Semi-Ordnung von K.

Lemma 4.4. Ist < eine Semi-Ordnung von K, so gelten weiter
7.0<a=0<1,
8. 0<a<b= ba® < ab?,
9. 0<a<b=0<;<1i
10. 0 <a<m=a®><m? firmécN,
11. m <a=m?<ad? firmeN.
1

Beweis. 7.Ist 0 < a, so gilt 0 < a(1)? =1,
8. Aus 0 < aund 0 < b — a folgt mit 7.

1

1 1
b—a+a

0< b2 = ab® — ba®.

9. folgt mit 8. aus: § = ba?(%)? < ab?(%)* = <.
10. Aus 0 < a < m folgt mit 8.: ma® < am?®. Wegen - € >~ K? folgt daraus
a* < am. Andererseits folgt wegen m € > K? aus a < m die Ungleichung
am < m?. Zusammen ergibt dies a? < m?.

11. zeigt man analog zu 10. [

Satz 4.5. Ist < eine archimedische Semi-Ordnung von K (d.h. zu jedem
a € K gibt es einn € Nmita <n), soist < eine (archimedische) Anordnung
von K, also ist K isomorph zu einem Teilkérper von R.
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass QQ dicht in K bzgl. < ist:

Sei 0 < ¢ < d. Dann folgt 0 < (d — ¢)™! < ¢ fiir ein ¢ € N. Hieraus folgt mit
9. erst o < d—cund dann 1 < ¢(d —¢), da ¢ € 37 K? ist. Hieraus erhalten
wir

qc < qd — 1.

Sei nun p € N minimal mit ¢gd < p + 1. Dann folgt
gc < qd—1<p<qd.
1 2 P
Wegen ¢ € > K* folgt daraus ¢ < o <d.

Als néchstes zeigen wir, dass mit 0 < a,b auch 0 < ab ist. Es sei etwa
0 < a <b. Wir setzen dann ¢ := b —a und d := b+ a. Also gilt 0 < ¢ < d.
Nach dem oben Gezeigten gibt es p, ¢ € N mit

qgc < p < qd.
Mit 10. und 11. folgt dann
¢t < p* < P2
Dies ergibt insbesondere
(b—a)=c*<d*=(b+a)?

also 0 < 4ab, und schliellich 0 < ab. O
Satz 4.6. Sei S eine Semi-Ordnung von K. Dann ist

O(S) :=={a € K | |a|] <g¢ m fir ein m € N}
ewn konvexer Unterring mit etnem einzigen mazximalen Ideal

M(S) = {a € K | |a] <s % fir alle m € N~ {0}}.

Der Restklassenhomomorphismus a > @ := a+M(S) bildet SNO(S) auf eine

archimedische Semi-Ordnung S := SN O(S) des Restklassenkorpers K =
O(8)/M(S) ab. Insbesondere ist dann (K, <g) ordnungstreu in R einbettbar.
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Beweis. Wir schreiben kurz O und M fiir O(S) und M(S).
Die Inklusion O + O C O ist sofort klar. Wir zeigen nun O? C . Daraus
folgt dann fiir a,b € O auch

a+0b\> a—0b\>
b= - € 0.
(7))
Sei also a € O, etwa 0 < a. Nach Definition von O gibt es dann ein m € N
mit 0 < a < m. Hieraus folgt mit Lemma [4.4] 10. aber a®> < m?. Also ist
auch a? € O.
Die Konvexitéat von O folgt direkt aus der Definition. Weiter sieht man mit

4.4 9., dass ein positives a € K genau dann eine Einheit in O ist, wenn es
positive rationale Zahlen r und s mit

r<a<s

gibt. Hieraus erkennt man, dass M die Menge der Nichteinheiten von O ist.
Da M offensichtlich ein O-Ideal ist, muss M ein maximales Ideal sein, das
alle anderen Ideale umfasst.

Um einzusehen, dass S eine Semi-Ordnung von K ist, muss man lediglich
—1 ¢ S priifen. Falls jedoch —1 =5 fiir ein s € ON S, so wire 1 + s € M,
was offensichtlich nicht der Fall ist. Die Archimedizitét von S folgt sofort aus
der Definition von O.

Nach Satz ist dann (K, <g) ein archimedisch angeordneter Korper, also
nach dem Satz von Holder in R ordnungstreu einbettbar. O]

Zusatz 4.7. O(S) ist ein Bewertungsring von K, d.h. ist a ¢ O(S), so gilt
a~t e O(9).

Beweis. Ist a ¢ O(S) und etwa 0 < a, so gilt m < a fiur alle m € N.
Dann folgt mit [£.4] 9. aber 0 < a™' < L fiir alle m € N\ {0}. Also ist
a”t e M(S). O
4.2 Quadratische Moduln auf Ringen

Definition 4.8. Sei A ein kommutativer Ring mit 1 # 0. Eine Teilmenge M
von A heifit quadratischer Modul von A, falls

M+MCM, MA*CM, 1eM, —1¢M.



4.2 Quadratische Moduln auf Ringen 83

Gilt zusétzlich noch MU—M = A und M U—M ist ein A-Primideal, so heif3t
M eine Semi-Ordnung von A.

Fiir aq,...,as € A schreiben wir
M(aq, ..., as) ::ZA2+ale2+~-+asZA2.
Es gilt dann —1 & M(ay, ..., as) genau dann, wenn M (ayq, . .., as) ein quadra-

tischer Modul von A ist. Man beachte, dass fiir a € A die Menge M (a) sogar
multiplikativ abgeschlossen ist, also fiir —1 ¢ M (a) ist M (a) eine Praordnung
von A.

Lemma 4.9. Ist M C A mazimaler quadratischer Modul von A, so gilt
zusdtzlich:

MU—-M=A und M N —M ist ein A-Primideal,
d.h. M ist eine Semi-Ordnung von A.

Beweis. Sei a ¢ M U —M. Da M maximal ist, konnen M + a ) A% und
M —a " A? dann keine quadratischen Moduln sein. Also gibt es my, my € M
und 0,09 € > A? mit

—1=m;+ao; und —1=my— aos.
Wegen
0 = 01(02a) + o3(—01a) = 01 + 01Ma + 02 + TaMy

folgt dann
—01 = 09 + oymg + oamy € M.

Weiter folgt

—4=4(m;+aoy) = 4mi+ ((a+1)? = (a —1)*)oy
= 4my + ((l + 1)20'1 + (CL — 1)2(—0'1) e M,

und schliellich —1 = —4 4+ 3 € M, ein Widerspruch.

Also ist M U —-M = A. Setzt man I = M N —M, so sieht man sofort die
Inklusionen
I+I1CIT und +IA*CIT
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ein. Um zu sehen, dass I ein A-Ideal ist, seien a € A und b € I. Wegen
4a = (a+1)* — (a — 1)? folgt dann

dabe TA? —TA2CI.

Falls ab ¢ I, so muss ab ¢ M oder —ab ¢ M gelten. Wegen M U —M = A
folgt dann
—abe M oder abe M.

Im ersten Fall folgt
ab = 4ab — 3ab € M

und im zweiten Fall
—ab = —4ab + 3ab € M.

Also wére doch ab € I, ein Widerspruch.

Es bleibt zu zeigen, dass I ein Primideal von A ist. Seien also ab € I und
b ¢ I Fallsb ¢ M, so folgt —1 € b, A? + M, da M maximal ist. Also
erhalten wir

—a’ €a(ab)y A*+M CI+MC M.

Also insgesamt a? € I. Fiir —b & M erhilt man analog auch a? € I.

Falls jetzt a & M, so ist wieder —1 € a > A% + M. Sei etwa —1 = ao +m
mit m € M und o € Y A% Dann folgt

(1+m)*=a*c*el.
Damit lige —1 — (2m + m?) in I. Also folgt
—-leM+1CM.

Dies ist unmoglich, also gilt a € M. Analog erhélt man —a € M, insgesamt
also a € 1. O

Sei jetzt M ein quadratischer Modul von A. Wir setzen dann
Yy := Semi-Sper; A ={S C A | S Semi-Ordnung von A, M C S}.

Die Menge Y;; umfasst selbstverstéindlich das reelle Sepektrum von A {iber
M:

Xy = Spery A= {P C A| P Positivbereich von A, M C P}.
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Mit Y7** und X3 bezeichnen wir die Teilmengen von Y, bzw. X, beste-
hend aus den maximalen Elementen. Wie in Kapitel 3 fiir Prapositivbereiche
nennen wir jetzt einen quadratischen Modul M von A archimedisch, falls es
zu jedem a € A ein n € N mit n —a € M gibt.

Unser néchstes Ziel ist es, fiir archimedische Moduln M die Gleichheit
X3 = Y™ zu zeigen, sowie den Darstellungsatz zu verschérfen.

Lemma 4.10. Ist M C A ein archimedischer quadratischer Modul von A,
so qilt X = Y *x.

Beweis. Sei S € Y. Wie bei Positivbereichen definieren wir den kanonischen
Homomorphismus

asiA%A/(Sﬂ—S):Z.
Das Bild S von S unter ag ist wieder eine Semi-Ordnung von A mit der
Eigenschaft B _
Sn—S={0}.
Eine Semi-Ordnung S eines Integrititsbereiches A mit S N —S9 = {0} lésst
sich zu einer Semi-Ordnung S" des Quotientenkérpers F' = Quot A (ebenso
wie bei Positivbereichen in Behauptung durch die Definition

cS sabes

|

fortsetzen.

Wir erhalten dann die folgende Komposition von Homomorphismen
a: AL ACOS) S 0(S)/M(S) L R.

Dabei ist ag der kanonische Homomorphismus von oben. Wegen der Archime-
dizitét von M gibt eszua € Aeinn € Nmitn—a € M C S. Also gilt auch
n—a € S. Hieraus folgt A C O(S). Nach Satz i4.5|ist der Restklassenkorper
O(S)/M(S) archimedisch angeordnet, lisst sich also mit ¢ ordnungstreu in
R einbetten. Insgesamt gilt also

a(S) C R%

Sei weiter Ps = a~!(R?). Dies ist ein Positivbereich Ps € X3 mit S C Ps.
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Ist jetzt S € Y ;**, so folgt sofort S = Pg und damit S € X3

Ist umgekehrt P € X3 und S € Yy mit P C S, so folgt PN —P C
SN —S =: p. Der Homomorphismus ap : A — A C R (vgl. den Beweis von
Lemma sendet p auf ein A-Ideal p in R. Wie in ergibt sich dann
p={0},dh. PN—P = SnN-S. Nun folgt sofort P = S. O

Darstellungssatz 4.11. (T. Jacobi) Sei A ein kommutativer Ring mit Q C
A. Ist M C A ein archimedischer quadratischer Modul, dann gilt Y™ =
X172 und die Zuordnung a — a (mit a : X3 — R definiert durch a(P) =

ap(a)) definiert einen Homomorphismus
Oy A— C(X3R),
fir den gilt:
a>0 auf X3 = a€eM.

Des Weiteren gelten analoge Aussagen zu Satz[3.51].

Beweis. Falls —1 € M —a ). A% =: M, so ist M ein quadratischer Modul
von A, der M enthélt. Ist dann S O M; maximal, so gilt S € Y }* und
—a € S. Also

a(S) = ag(a) <0.

Ist also @ > 0 auf XIJ™ = Yo g0 gibt es s € M und t € > A? mit
—1 =5 —at, also
ta—1¢€ M.

Da M archimedisch ist, gibt es positive rationale Zahlen r und k£ mit
a+r€M und 2k—1-t’a€ M.
Es gilt dann
2k —t=(2k —1—t%a) +t(ta—1)+1 € M.
Hieraus folgt
Ea+k*r — 1= (k—t)*(a+7r)+2k(ta— 1) +rt(2k —t) + (2k — 1 — t?a) € M.

Diese letzte Folgerung gilt fiir jedes nicht-negative » € Q mit a+1r € M. Fiir
r > (0 erhalten wir also
1

a—i—rEM:a—i—(T—ﬁ)eM.
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Wiederholen wir den Prozess mit r ersetzt durch r — k%, so erhalten wir nach

endlich vielen Schritten a 4+ ry € M fiir ein ry < 0. Addieren wir nun —rg, so
folgt a € M. [

4.3 Archimedische quadratische Moduln von R[ X7, ..., X,]

Wir betrachten jetzt den Polynomring A = R[X3, ..., X,,]. Wie in Kapitel 3
seien fiir hq, ..., hs € A die folgenden Mengen definiert:

W(h) = W(h,...,h) ={a €R" | hi(a) >0,...,hy(a) > 0}
T(h) = Tlhy,... hy) =Y, W b 30 A2
M(h) = M(hy, ... h) =S A2+ h ST A2+ . +h, 3 A

W (h) ist eine abgeschlossene semialgebraische Teilmenge des R™. T'(h) ist
die von hy, ..., hs erzeugte Priordnung, falls —1 & T'(h). M(h) ist der von
hi, ..., hs erzeugte quadratische Modul, falls —1 ¢ M(h). Mit diesen Be-

zeichnungen erhalten wir den

Satz 4.12. Es sind dquivalent

(1) M(h) ist archimedisch,

(2) (a) W(h) ist kompakt und

(b) fiir alle f € A mit f >0 auf W(h) gilt f € M(h),

(3) N =30, X?e M(h) fir ein N €N,

(4) o(N =" X2) € 1+ M(h) fir ein N € N und ein o € Y A?,

(5) W(f) ist kompakt fir ein f € M(h).
Beweis. (1) = (2): Da M (h) archimedisch ist, gibt es ein N € N mit N —
ST X? € M(h). Also liegt W (h) in einer Kugel um 0 mit Radius v/N. Dies
zeigt (a).

Um (b) zu zeigen, gehen wir wie in Satz von Schmiidgen vor, benutzen
aber den Jacobischen Darstellungssatz [.11]

Sei also f > 0 auf W (h). Wir zeigen f > 0 auf X3ithy und erhalten dann mit
Satz dass f € M(h) gilt. Fir P € Xyt gilt ap(h;) = hi(as, ..., a,) >
0, wobei a; = ap(X;) € R fir 1 < j <n ist. Also gilt

a=(ay,...,a,) € W(h).

Dann folgt aber R
f(P) =ap(f) = fla) > 0.
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(2) = (3): Wegen (a) gibt es ein N € N, so dass N — > X2 > 0 auf W(h)
ist. Mit (b) folgt dann N — > X2 € M(h).
(3) = (4): Ist trivial, denn nach (3) ist mit o = 1

o(N+1-) X7?)el+M(h).

(4) = (5): Falls o(N — > X?) € 1+ M(h) mit 0 € > A? gilt, so setze man
f=0(N—-> X?) —1. Dann gilt f € M(h) und W(f) ist selbstverstindlich
kompakt.

(5) = (1): Ist W(f) kompakt, so ist nach Satz[3.47 (2) T'(f) archimedisch.
Wegen f € M(h) ist jedoch auch T'(f) C M(h). Also ist M (h) archimedisch.

[

In Satz [3.47 (2) hatten wir gesehen, dass T'(h) genau denn archimedisch
ist, falls W (h) kompakt ist. Fiir die Archimedizitét des quadratischen Modul
M (h) ist die Kompaktheit von W (h) zwar notwendig (vgl. (1) = (2) in
Satz , jedoch nicht mehr hinreichend. Dies hatten wir im Beispiel
gesehen. Wir wollen deshalb jetzt ein Kriterium erarbeiten, das tatsichlich
auch hinreichend ist. Zuerst wollen wir jedoch einen speziellen Fall behandeln,
bei dem die Kompaktheit von W (h) doch noch hinreichend ist. Das ist der
Fall, in dem alle h; linear sind. Dazu erst ein einfaches Beispiel.

Beispiel 4.13. Es seien by = Xi,...,h, = X, und by = 1 -3 | X
Selbstversténdlich ist W (h) kompakt.

Es gilt dann
1-X;=(1-) X)+ Y X;€M(h)

J#i
und damit auch

1 - X2 = %(1 + X311 - X;) + %(1 - X)?(1+ X;) € M(h).

Also ist n — > X2 € M(h). Nach Satz ist dann M (h) archimedisch.

Um den allgemeinen Fall zu behandeln, zitieren wir den folgenden allgemein
bekannten Satz von Minkowski.

Satz 4.14. Seien f,hy...hs € R[Xy,..., X,] lineare Polynome mit W (h) :=
W(hy,...,hs) £ 0 und f >0 auf W(h). Dann existieren By, ..., 35 € R? mit

f:BO—i_ﬁlhl_'_"'_'—ﬁshs-
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Als Folgerung daraus erhalten wir

Satz 4.15. Seien hy, ..., hs € R[Xy,... X, | = A linear und sei W (hy,...hs) #
0 und kompakt. Dann ist M (hq, ..., hs) archimedisch; also hat jedes f € A
mit f > 0 auf W(h) eine Darstellung

f:0'0+0'1h1+"'+0'sh5
mit o; € Y, A%

Beweis. Da W (h) kompakt ist, sind fiir groBes N € N nach Satz die
linearen Polynome N + X; € M (h). Dies hat zur Folge

1 1
N? — X2 = ﬁ(N + X;)(N — X;)? + W(N — X))(N + X;)? € M(h).

Also auch nN? -~ X? € M(h). Nach Satz ist dann M (h) archimedisch.
[

Im Folgenden benutzen wir die Sprache der quadratischen Formen. Es sei F’
ein reeller Korper. Fiir a4, ..., a,, € F bezeichnet

g:<a1,...,am):a1Z12+---+amZﬁl

eine (diagonalisierte) quadratische Form iiber F. Sind alle a; # 0, so heifit o
requldr. Weiter heifit o isotrop iiber F| falls es (z1,...2m,) # (0,...,0) im F™
mit Y a;z2 = 0 gibt, d.h. die homogene Form g stellt Null nicht-trivial dar.
Man nennt ¢ schwach isotrop, falls es oy, ...0,, € > F? gibt, nicht alle Null,

so dass
n
E a;0; = 0
i=1

ist. Ist eines der a; = 0, so ist o selbstverstdndlich schwach isotrop. Man
definiert deshalb mit

of = (a1, ...,am)"

den reguldren Anteil von g, d.h. man streicht diejenigen a;, die Null sind.
Ist mindestens ein a; # 0, so bedeutet die schwache Isotropie von ¢* gerade,
dass es o1,...0, € Y F? gibt mit Y . a;0; = 0 und mindestens einen
Summanden a;0; # 0. Hieraus ersieht man, dass ¢* in F' nicht schwach isotrop
sein kann, falls es eine Semi-Ordnung S von F' mit aq,...,a,, € S gibt.
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Lemma 4.16. Seien hy,..., hs € R[Xy,...X,]| = A, fir die M(hy,..., hs)
ein quadratischer Modul von A ist, und sei f € A. Es gilt genau dann of €
1+ M(h) fiir ein o € > A%, wenn fiir alle reellen Primideale p von A die
quadratische Form (1/p,—f/p,h1/p,... hs/p)* in Fy, = Quot A/p schwach

1sotrop 1st.

Beweis. “=" Wir schreiben kurz g = g/p, A = A/p, usw. Aus of = 1+ 0o+
o1hy + -+ + oshy mit 0,00, ...,0, € > A? folgt sofort

0=1+30) —0f +01hy + - +Tsh,.

Alsoist (1, —f, h1, ..., hy)* schwach isotrop in F,.
“<” Wir schlieen mittels Kontraposition. Falls > A?N 1+ M(h) =0, so
gilt
—1gM—f> A=

Also ist M; ein quadratischer Modul von A und ldsst sich deshalb mit
Zorns Lemma zu einer Semi-Ordnung S von A maximalisieren. Es gilt dann
M — 3 A% C S. Weiter ist p = S N —S ein reelles Primideal von A. Wir
betrachten

Qg . A— A / p.

Fiir das Bild von S unter ag gilt SN—S = {0}. Also kann die Semi-Ordnung
S von A = A/p auf den Quotientenkdrper Fj, zu einer Semi-Ordnung S’
fortgesetzt werden. Fiir diese Semi-Ordnung S gilt dann

— - /

. —f, hi, sE€S.
Dann kann aber die Form (T, —f.ha, ... ,ES>* in F, nicht schwach isotrop
sein. 0

Zur Formulierung und zum Beweis des néchsten Satzes benotigen wir ein
paar Begriffe und Fakten aus der Bewertungstheorie, die man u.a. in [2] und
[1] nachlesen kann. Teilweise sind diese Begriffe auch schon in den Ubungen
(sieche Anhang) behandelt worden, weshalb wir in diesem Abschnitt nicht de-
tailliert darauf eingehen wollen.

Wir erinnern daran, dass ein Teilring O eines Korpers F' ein Bewertungsring
ist, falls fiir alle z € K mit x € O stets 27! € O gilt. Jedem Bewertungsring
lésst sich eine Bewertung

vo: F'— T'U{oo}
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zuordnen, wobei I' eine angeordnete abelsche Gruppe ist. Es gilt dann
O={zeF |vo(x)>0}.

O ist genau dann trivial, wenn O = F'. Dies ist dquivalent zu vo(F*) = {0}.
Wir benotigen die folgenden Fakten:

Fakt 1: Ist I' eine Untergruppe der additiven Gruppe von R, also v: F' —
R U {oo}, so ldsst sich der bewertete Korper (F,v) “komplettleren d.h. es
gibt einen Oberkorper F und eine Fortsetzung von v zu v auf F so dass
in dem bewerteten Korper (F v) jede Cauchyfolge konvergiert und F' in F
dicht ist. (F,7) heift die Komplettierung von (F,v).

Fakt 2: Hat F endlichen Transzendenzgrad iiber R und ist O ein nicht-
trivialer Bewertungsring von F mit R C O, so gibt es einen Oberring O # F
von O, so dass die Wertegruppe I' von vp eine Untergruppe von (R, +) ist.

Fakt 3: Tst v: F — RU{oo} nicht-trivial und v(Q*) = {0}, so ist in F' jedes
Element 1 + a mit v(a) > 0 ein Quadrat.

Wir kénnen jetzt den folgenden wichtigen Satz formulieren:

Satz 4.17. Seien hy,...,hy € R[Xy,...X,| = A, fir die M(hy,..., hs) ein
quadratischer Modul von A ist, und sei f € A. Es gilt genau dann of €
1+ M(h) fir ein o € >, A%, wenn f > 0 auf W(h) ist und fiir jedes reelle
Primideal p von A und jede nicht-triviale Bewertung v: F, — R U {oo} des
Quotientenkirpers F, = A/p mit reellem Restklassenkdrper und mindestens
einem v(X;/p) < 0 die quadratische Form

0= <1/p7_f/p7h’1/p>ah8/p>*
in der Komplettierung (ﬁp,@) von (Fy,v) schwach isotrop ist.

Beweis. Die Existenz eines 0 € Y A2 mit o f € 1+M (h) ist nach Lemma4.16]
dazu dquivalent, dass die quadratische Form p in jedem der Restklassenkorper
F, schwach isotrop ist. Wir zeigen , dass dies zu den Bedingungen des Satzes
dquivalent ist.

Sei zuerst ¢ in allen Restklassenkérpern F,, schwach isotrop. Ist p ein maxi-
males reelles Ideal, also von der Gestalt p = (X;—ay, ..., X,,—a,) fir gewisses
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a=(ay,...,a,) € R so gilt wegen A/p = R fiir ¢ (beachte g/p = g(a) fiir
geA):
o= (1,—f(a),hi(a),. .., hs(a))".

Wegen F, = R und hy(a),...,hs(a) > 0 fir a € W(h), muss dann —f(a)
strikt negativ sein, um eine (schwache) Isotropie von ¢ in R zu erlauben. Also
ist f >0 auf W(h).

Die zweite Bedingung ist trivalerweise erfiillt, da die schwache Isotropie in
F, sich auf jeden Oberkorper vererbt, also auch auf 1/7\,3.

Seien jetzt die beiden Bedingungen des Satzes erfiillt. Wir zeigen dann durch
Induktion iiber den Transzendenzgrad trdegy F), von F}, iiber R, dass g in F,
schach isotrop ist.

Fiir trdegg F, = 0 muss F}, algebraisch iiber R sein. Da p reell sein soll, ist
F, reell, also F, = R. Insbesondere ist dann X;/p =a; e Rfir 1 <j <n
und g/p = g(a) fir g € Aund a = (ay,...,a,). Damit bedeutet f > 0 auf
W (h) nichts anderes, als dass die quadratische Form

o= (1,—f(a),hi(a),. .., hs(a))"
iber R indefinit ist. Dann ist sie aber auch isotrop in R = F},.

Sei jetzt trdegpFy, > 0. Dann ist F) transzendent iiber R. Wir nehmen an,
o wire nicht schwach isotrop in Fj,. Dann ist

M= M(—=f/p,h/p,....hs/p) C F,

aber ein quadratischer Modul von Fj. Sonst hétten wir namlich —1 € M,
also

—l=o0y—of/p+ohi/p+---+0shs/p

fiir gewisse o,0; € Y Fp2. Dann wire aber ¢ schwach isotrop in Fj.

Nach Zorns Lemma gibt es iiber M eine Semi-Ordnung S von F, fiir die

dann
—f/p /e, he/p €S
gilt.

Wir bilden nun nach Satz 4.6 (und Zusatz den Bewertungsring O(S) C
F,. Dies ist beziiglich der Semiordnung <g von F, die konvexe Hiille von Z
in F,. Da <g eingeschrénkt auf R die iibliche Anordnung von R ist, ist der
Korper R in O(S) enthalten. Weiter muss O(S) # F,, gelten, da sonst nach
Satz die Semi-Ordnung <g auf F} eine archimedische Anordnung wére.
Dann wére aber F}, in R einbettbar, also gleich R.
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Beachten wir nun, dass F}, iiber R endlich erzeugt ist (ndmlich von X; /p, ...,
X, /p), so erhalten wir mit Fakt 2 von oben einen Bewertungsring O # F,
von Fy, mit O(S) € O und der zugehorigen nicht-trivialen Bewertung

vo : Fy = RU {oo}.

Wie wir sehen werden, induziert die Semi-Ordnung S dann zum einen ei-
ne Semi-Ordnung S = o(S N O) des Restklassenkorpers k = O/M, wobei
o(a) = a + M der Restklassenhomomorphismus ist, und zum anderen eine
Semi-Ordnung S der nach Fakt 1 existierenden Komplettierung ﬁp von F,
beziiglich der Bewertung vo.

Wir betrachten zuerst S. Die Inklusionen S+.S5 C S und Sk? C S sowie SU
—8 = k sind klar. Es bleibt lediglich —1 ¢ S zu zeigen. Falls —1 = s mod M
fir ein s € S wire, so hétten wir 1 + s € M. Wegen O(S) C O gilt aber
M C M(S). Also gilt 1 + s € M(S). Dies ist jedoch unmoglich, da M(S)
konvex ist: es wére dann —1 € M(.S). Insbesondere ist der Restklassenkorper
k von vp reell, da er eine Semi-Ordnung besitzt.

Als néchstes betrachten wir den topologlschen Abschluss S von S in F
Wiederum sind die Inklusionen S+S € S und S(F, b)? C S sowie SU—S = F
klar. Es bleibt —1 & S zu zeigen. Wire —1 Haufungspunkt von Elementen
aus S, so gébe es ein s € 5, so dass s in der offenen Umgebung —1 + M von
—1 liegen wiirde. Dann wére wieder s +1 € M, ein Widerspruch wie vorhin.

Nun unterscheiden wir zwei Félle:

1. Fall: Ein X;/p liegt nicht in O, d.h. vo(X;/p) < 0. In diesem Fall miisste

dann nach Voraussetzung die quadratische Form p in F}, schwach isotrop sein.
Dies ist jedoch nicht moglich, da alle Elemente

_f/pahl/p’7hs/p

in der Semi-Ordnung S von ﬁp liegen.

2. Fall: Alle X;/p liegen in O. Dann liegt auch ganz A/p in O. Der Restklas-

senhomomorphismus g¢: O — k hat einen nicht-trivialen Kern in A/p. Sonst
wéren alle Elemente von A/p ~\ {0} Einheiten in O. Also wére Quot A/p in
O, d.h. O wire gleich F},, ein Widerspruch. Die Komposition der Homomor-

phismen 0 A— Afp o
hat als Kern ein Primideal q 2 p. Also gilt fir F; = Quot A/q
trdeggp Iy < trdegg Fy.
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Da q reell ist (beachte Fy C k), wissen wir nach Induktionsvoraussetzung,
dass ¢ in Fy schwach isotrop ist. Dies ist jedoch unmdoglich, da S eine Semi-
Ordnung von k mit der Eigenschaft

ist.
Insgesamt haben wir damit einen Widerspruch zu der Annahme p sei in F},
nicht schwach isotrop erzielt. Also ist ¢ doch schwach isotrop in Fj,. O

Wir konnen nun die Archimedizitdt von quadratischen Moduln des Poly-
nomringes R[X7, ..., X,,] charakterisieren.

Charakterisierungssatz 4.18. Seien hy,...,hs € R[X;,... X,] = A, fir
die M(hy, ..., hs) ein quadratischer Modul von A ist. M(h) ist genau dann
archimedisch, wenn W (h) kompakt ist, und wenn fiir jedes reelle Primideal p
von A und jede nicht-triviale Bewertung v: F, — RU{oo} mit reellem Rest-
klassenkorper und mindestens einem v(X;/p) < 0 (dabei ist F, = Quot A/p),
die quadratische Form

7= (/P hafp, . /)
in der Komplettierung (ﬁp,@\) von (F,,v) schwach isotrop ist.

Beweis. “=" Ist M(hy,...,hs) archimedisch, dann gibt es ein N € N mit
N —>" X2 € 14+ M(h). Setzen wir f := N —>_ X2, so liefert Satz [£.17] dass
f > 0 auf W(h) ist (also ist W (h) kompakt), und dass fiir die betrachteten

Primideal p die quadratische Form

0= <1/p7_f/p’h1/p77h8/p>*
in ﬁp schwach isotrop ist.
Sei in der betrachteten Situation etwa v(X;/p) < 0. Dann schreiben wir

—f =X + X5+ + X2

— X_12)
Da der Restklassenkorper von v reell ist, muss /N eine Einheit in O sein.

Damit liegt 2% aber im maximalen Ideal von O, also ist v(£%) > 0. Mit Fakt
1 1

N

3 erhalten wir dann, dass 1 — 5% ein Quadrat in ﬁp ist. Also ist —f eine
1
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Quadratsumme in ﬁp. Somit folgt aus der schachen Isotropie von ¢ diejenige
von T in Fy,.

“<” Da W (h) kompakt ist, gibt es N € N, so dass f := N — > X? strikt
positiv auf W (h) ist. Die schwache Isotropie der quadratischen Form 7 in ﬁp
impliziert trivialerweise diejenige von o = (1, —f/p, hi/p, ..., hs/p)*.

Damit erhalten wir aus Satz die Existenz von o € >, A? mit of €
1+ M(h). Dann folgt aber mit Satz die Archimedizitét von M (h). O

Zum Abschluss dieses Kapitels bringen wir noch einen Fall, in dem die Kom-
paktheit von W (h) hinreichend fiir die Archimedizitat von M (h) ist. Dabei
verwenden wir im Beweis einige Fakten aus der Theorie der quadratischen
Formen iiber Korpern, die man ohne weiteres in der Standardliteratur findet.

Satz 4.19. Es seien hy,hy € R[Xy,..., X,] = A, fir die M(hy,hy) ein
quadratischer Modul von A ist. Ist W (hy, hy) kompakt, so ist M (hy, he) ar-
chimedisch.

Beweis. Nach Satz folgt aus der Kompaktheit von W (hy, he) die Archi-
medizitdt der Pradordnung

T(hl, hg) == M(hl, hg, hlhg).

Mit Satz folgt dann aus der Archimedizitat von M (hq, he, hihe) die
schwache Isotropie der quadratischen Form

7= (1, ha, ha, hyho)*
in den dort betrachteten Komplettierungen ﬁp. (Wir schreiben kurz g fiir
g/p.) Wir werden hieraus die schwache Isotropie von (1, hy, hg)* folgern und
erhalten dann wieder mit Satz die Archimedizitét von M (hy, hy).
Ist hy = 0 oder hy = 0, so ist nichts zu zeigen. Es bleibt der Fall hy #0# ho.

Benutzt man nun die in der Theorie der quadratischen Formen iibliche De-
finition eines Produktes

<CI,1, Ce ,am> X <b1, Ce ,bk> = <CL1b1, Ce ,ambl,albg, e ,a,mbg, Ce ,ambk>,
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so erkennt man, dass die schwache Isotropie von 7 gerade die Isotropie eines
m + 2-fachen Produktes

ol =(L,1D® --®(1,1)®(1,h) @ (1, hy)

ist. Ein solches Produkt ist eine sogenannte Pfisterform und hat die Eigen-
schaft, dass aus ihrer Isotropie die Isometrie zu jedem Produkt der Gestalt

oy =(1,1) ®- - @ (1, 1) @ (=mi1, Gms1) @ (—Ami2, Gmy2)

mit a; # 0 folgt. Dabei kénnen die a; beliebig (# 0) gewiihlt werden. Wir
wéhlen a,,, 92 = h1hy und a,,,1 = 1.

Multipliziert man nun die Produkte o7 und o, aus, so erkennt man, dass
das Produkt h1hs in beiden Formen 2™-mal auftaucht. Nach dem Wittschen
Kiirzungssatz konnen diese gleichen Eintrédge gestrichen werden und man
erhélt die Isometrie der Form

(1,1)®@---®(1,1) ® (1, hy, hy)

mit der Form o
<]-’ 1> Q- <17 1> ® <_17 17 _h1h2>‘

Damit ist die schwache Isotropie von (1, hy, hy) in F\p nachgewiesen. O
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Ubungsblatt 1

Definition 1. Ein angeordneter Korper (K, <) heift

(i) schnittvollstindig (oder Dedekind-vollstindig), wenn es zu je zwei nicht-
leeren Teilmengen A, B von K mit A < B (d.h. a < b fir allea € A
und alle b € B) stets ein ¢ € K mit A < ¢ < B gibt.

(ii) archimedisch, wenn zu jedem a € K ein n € N mit a < n existiert.

(iii) wollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in K konvergiert.

Aufgabe 1.1. Sei (K, <) ein angeordneter Korper. Zeigen Sie, dass (K, <)
genau dann schnittvollstéandig ist, wenn er archimedisch und vollstandig ist.

Aufgabe 1.2. Sei (K, <) ein archimedisch angeordneter Korper und p: K —
R die Abbildung, die jedem Element a € K die eindeutig bestimmte reelle
Zahl p(a) € R mit U, < p(a) < O, zuordnet, wobei

Uy ={s€Q|s<a}und O, :={reQ|a<r}.
Zeigen Sie:
a) p ist ein Ringhomomorphismus, also eine Korpereinbettung.
b) Fiir alle a,b € K gilt
a<b <= p(a) < p(b).

Insbesondere ist p ordnungstreu.

Aufgabe 1.3. Sei (K, <) ein archimedisch angeordneter Kérper. Zeigen Sie,
dass der einzige ordnungstreue Automorphismus von (K, <) die Identitéts-
abbildung ist.

Definition 2. Sei G := (G, -) eine Gruppe. Eine lineare Ordnung < auf der
Menge G heifit eine Anordnung von G, wenn fiir alle g1, g2, h € G folgendes
gilt:

G1<go=>g1-h<ga-hund h-g1 <h-gs.

Man nennt dann (G, <) eine angeordnete Gruppe.
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Aufgabe 1.4. Sei (G, <) eine angeordnete Gruppe, und sei N ein Normal-
teiler von G. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) N ist konvex beziiglich <, d.h. fiir alle g1, g2 € N und h € G gilt:

G <h<ga=heN.

(ii) Durch
glN j gzN = 01 S go oder glN = ggN

fir 1,92 € G wird auf G/N eine Anordnung definiert.
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Ubungsblatt 2

Definition / Erinnerung 3. Ein Integritatsbereich O mit Quotientenkor-
per K heifit Bewertungsring von K, wenn fiir alle z € K* stets x € O oder
z7! e O gilt.
Uberlegen (bzw. Erinnern) Sie sich, dass Bewertungsringe ganz abgeschlosse-
ne lokale Ringe sind. Erinnern Sie sich an die Eigenschaften ganz abgeschlos-
sener Ringe.

Sei O ein Bewertungsring eines Korpers K, und sei m sein einziges maximales
Ideal. Dann heiBt K := O/m der Restklassenkdrper von O.

Aufgabe 2.1. Sei (K, <) ein angeordneter Korper, und sei P := P< der
Positivbereich zu <.

Sei O ein Teilring von K, der konvexr beziiglich der Anordnung < ist, d.h.
fiir alle x € O und y € K gilt:

0<y<z=yecO.

Zeigen Sie, dass O ein Bewertungsring von K ist.

Sei nun O ein beliebiger Bewertungsring von K mit maximalem Ideal m.
Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) O ist konvex beziiglich <.

(ii) m ist als Untergruppe der additiven Gruppe von O konvex beziiglich
<.

(iii) Auf dem Restklassenkérper K = O/m von O wird durch
r+my4+m: < r<yoderz=ymodm

fiir ,y € O eine Anordnung mit Positivbereich P = {p+m | p € PNO}
definiert.

(iv) 1+mC P.
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Definition 4. Seien K ein Kérper und I' eine angeordnete abelsche Gruppe.
Eine Abbildung v: K — I'U{oco} heiit Bewertung von K, falls die folgenden
Bedingungen fiir alle z,y € K gelten:

(i) v(z) =00 <= = =0,
(i) v(zy) = v(z) +v(y),
(ili) v(z +y) > min{v(z),v(y)}.

Dabei ist stets oo +v = v+ 0o = oo fiir alle v € I' U {oo} und v < oo fiir
alle y € I
Gilt zusétzlich v(K*) =T, so heiit I' die Wertegruppe von wv.

Aufgabe 2.2. Sei K ein Korper. Zeigen Sie:

a) Seiv: K — I' U {oo} eine Bewertung von K. Dann ist O, := {x € K |
v(x) > 0} ein Bewertungsring von K mit maximalem Ideal m, := {x €
K | v(z) > 0}.

b) Sei O ein Bewertungsring von K. Dann wird durch
1O* < yO* 1= yzr ' €O

auf der abelschen Gruppe I'p := K*/O* beziiglich der additiv ge-
schriebenen Gruppenoperation zO* 4+ yO* := zyO* eine Anordnung
definiert.
Die Restklassenabbildung
Vo . K* — F@
r — z0%

induziert eine Bewertung von K mit Wertegruppe I'o und Bewertungs-
ring O,, = O.

c) Seiv: K — I"'U{oo} eine Bewertung von K. Dann wird durch
K*/O0y — T
zO) — v(x)

ein ordnungstreuer Isomorphismus der Wertegruppen von vp, und v
definiert.
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Aufgabe 2.3. Sei v eine Bewertung eines Korpers K und O, der zugehorige
Bewertungsring. Zeigen Sie:

a) Der Restklassenkérper K von O, ist genau dann reell, wenn fiir alle
ay,...,a, € K folgendes gilt:

o(ed + -+ a2) = minfo(a?) | 1< < n}.

b) Ist K reell, so gibt es eine Anordnung von K, beziiglich der O konvex
ist.
(Hinweis: Konstruieren Sie zuerst aus einem Positivbereich von K einen
Préapositivbereich von K.)

Aufgabe 2.4. Sei R ein reell abgeschlossener Korper, sei O ein (beziiglich
der einzigen Anordnung von R) konvexer Bewertungsring von R. Zeigen Sie:

a) Der Restklassenkorper R von O ist ebenfalls reell abgeschlossen.

b) Die Wertegruppe I'o von O ist divisibel, d.h. zu jedem v € I'p und
jedem n € N\ {0} existiert ein 7/ € I'p mit v = ny'.

c) (R, Q) ist ein henselsch bewerteter Korper, d.h. fiir alle normierten Po-
lynome f € O[X] (X eine Unbestimmte) gilt: Wenn f eine einfache
Nullstelle @ € R hat, so besitzt f eine Nullstelle b € O mit b = a.
Hierbei bezeichne f das Polynom X" + @, ;X" ! + .- + @ € R[X],
wenn f=X"+a, X" 1+ +aomita; € O (1 <i<n-—1)ist.
(Hinweis: Zeigen Sie die Aussage zuerst fiir alle normierten Polynome
aus O[X] vom Grad < 2 und erinnern Sie sich dann an den Fundamen-
talsatz der Algebra.)



103

Ubungsblatt 3

Aufgabe 3.1. Sei K = R(t) der rationale Funktionenkorper in einer Unbe-
stimmten ¢ iiber R, und sei < die (eindeutig bestimmte) Anordnung von K,
fiir welche 0 < ¢ < % fiir alle n € N\ {0} ist. Sei (R, <) der reelle Abschluf
von (K, <). Zeigen Sie:

a) K ist nicht dicht in R. Es gibt z.B. kein a € K mit v/t < a < 2V/%.

b) Das Polynom f = X* — 5tX? + 4> nimmt iiber K nur positive Werte
an, iiber R jedoch auch negative Werte.

Aufgabe 3.2. Sei K ein Korper, und seien

K[[X]] = {Z ;X' |a; €R (i > 0)}

1=0

die Menge der formalen Potenzreihen und

K((X)):= {iaiXi |meZ, a; e R (i Zm)}

i=m
die Menge der formalen Laurentreihen in einer Unbestimmten iiber K.
Dabel identifizieren wir stets > >~ ;X" mit 0X™ 1 4+ >"* q,X".
Zusammen mit der Addition

und der Multiplikation
(i aiXi> : (i bixi) = i( 3 ajbk)Xi
i=m i=m i=m j+k=i

sind K[[X]] und K((X)) Integritétsbereiche.
Zeigen Sie:

a) Es gilt > 77 a; X" € K[[X]]* genau dann, wenn ag # 0.
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b) K((X)) = Quot(K[[X]]), insbesondere ist K((X)) ein Korper.

¢) K[[X]] ist ein Bewertungsring von K ((X)). Bestimmen Sie aulerdem
das maximale Ideal, den Restklassenkoérper und die Wertegruppe von
K[XT].

d) Sei K = R. Der Korper R((X)) besitzt genau zwei Anordnungen.
(Hinweis: Potenzreihen der Form 1+ >~ a; X" sind Quadrate in R((X)).)

Aufgabe 3.3. Sei C ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charak-
teristik 0. Zeigen Sie, dass C' einen reell abgeschlossenen Teilkérper R mit

C = R(v/—1) besitzt.
Aufgabe 3.4. Sei K ein angeordneter Korper. Zeigen Sie:

a) Das System aller Mengen
la,b[ :={x € K |a <z <b} (a,b € K)

iiberdeckt ganz K und ist abgeschlossen unter endlichen Durchschnit-
ten.

Insbesondere bildet dieses System die Basis einer Topologie auf K, der
sogenannten Intervalltopologie.

b) Beziiglich der Intervalltopologie sind die beiden Korperoperationen als
Abbildungen von K x K, ausgestattet mit der Produkttopologie, nach
K und das Invertieren als Abbildung von K*, ausgestattet mit der
Spurtopologie, nach K stetig.

c) K ist beziiglich der Intervalltopologie genau dann ein zusammenhén-
gender topologischer Raum, wenn K schnittvollstdndig (also K = R)
ist.

d) Sei K = R ein reell abgeschlossener Korper. Dann stimmt auf R" die
von der euklidischen Norm

|-|I: B* = R, (x1,...,2,) — /2?4 + a2

induzierte Topologie mit der Produkttopologie der Intervalltopologie
auf R iiberein.
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Ubungsblatt 4

Aufgabe 4.1. Zeigen Sie, dass die aufgeschlitzte Kreisscheibe
{re¥|0<r<1,0<¢<2r}CC=R?

keine basisoffene semialgebraische Menge ist, sehr wohl aber Vereinigung
zweier solcher.

Aufgabe 4.2. Sei R ein reell abgeschlossener Korper. Zeigen Sie, dass es
kein Polynom f € R[X,Y] gibt, so dass

{(z,y) e R*| x>0,y >0} = {(z,y) € R*| f(z,y) > 0},

(Hinweis: Schreiben Sie f als X™Y™g so, dass weder X noch Y das Polynom
g teilen.)

Aufgabe 4.3. Sei S C R" eine semialgebraische Menge iiber einem reell
abgeschlossenen Korper R. Sei f: S — R™ eine semialgebraische Funktion,
d.h. der Graph von f

L(f) ={(z, f(z)) € R"™ |z € S}

ist semialgebraisch. Zeigen Sie, dass fiir jede semialgebraische Teilmenge S’
von S auch f(S") C R™ wieder semialgebraisch ist.

Definition 5. Ein angeordneter Korper (K, <) heifit n;-angeordnet, wenn es
zu je zwei abzéhlbaren Mengen A, B C K mit A < B stets ein ¢ € K mit
A < ¢ < B gibt.

Aufgabe 4.4. Sei (K, <) ein n;-angeordneter Korper. Zeigen Sie:
a) K ist iiberabzidhlbar und (K, <) ist nicht archimedisch.

b) Ist K zusitzlich reell abgeschlossen, so 148t sich jeder abzéhlbare, an-
geordnete Korper ordnungstreu in K einbetten.
(Hinweis: Sei F' = {x1,%s,...} ein abzihlbarer, angeordneter Korper
und R sein reeller Abschlufl. Betrachten Sie die Kette:

Q CQ(z1) CQ(x1) () C -+

(Zu einem Korper L C R bezeichne L seinen relativ algebraischen Ab-
schluf in R.))
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Ubungsblatt 5

Aufgabe 5.1. Sei S C R" eine semialgebraische Menge iiber einem reell
abgeschlossenen Kérper R. Wir bezeichnen mit S den Abschliuff von S in der
euklidischen Topologie auf dem R™ (vgl. Aufgabe[3.4). AuBierdem bezeichnen
wir mit S° := R™\ (R" \ S) das Innere und mit S\ S° den Rand von S. Zeigen
Sie, dass der Abschlu$3, das Innere und der Rand von S wieder semialgebraisch
sind.

Aufgabe 5.2. Beschreiben Sie fiir jede natiirliche Zahl n > 3 das Innere eines
regelméiBigen n-Ecks im R? durch zwei strikte polynomiale Ungleichungen.

Aufgabe 5.3. Zeigen Sie, dass das Polynom
f(X,Y)=XY*(X*+Y?-3)+1€R[X,Y]

auf ganz R? nur nichtnegative Werte animmt, sich aber nicht als Summe von
Polynomquadraten darstellen l&sst.

(Hinweis: Zeigen Sie zuerst fir a,b,¢c € R mit a,b,¢c > 0 die Ungleichung
(a+b+c)®>9abc.)

Aufgabe 5.4. Sei (K, <) ein angeordneter Korper. Sei O die konvexe Hiille
von Q in K beziiglich <, d.h.

O={zre K|IreQmit |z] <r}.

Nach Aufgab_e ist O ein Bewertungsring von K. Sei m das maximale Ideal
von O und K = O/m sein Restklassenkérper. Wir wissen aus Aufgabe [2.1
ebenfalls, dass < eine Anordnung < auf K induziert. Zeigen Sie:

a) (K, =) ist archimedisch.

b) Ist (K, <) m-angeordnet, so ist (K, =) schnittvollstindig, also insbe-
sondere K = R.
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Ubungsblatt 6

Aufgabe 6.1. Finden Sie m,n € Nund ¢1,...,9m € R[X1,..., X,], so dass
das Innere der semialgebraischen Menge

{r €eR" | g1(x) > 0,...,gn(x) >0}

nicht durch
{r €eR" | g1(z) > 0,...,gm(x) >0}

gegeben ist.

Definition 6. Sei S C R" eine semialgebraische Menge iiber einem reell
abgeschlossenen Korper R. Dann heifit S semialgebraisch zusammenhdn-
gend, wenn es keine zwei in S abgeschlossenen semialgebraischen Mengen
@;51,32 gSl’Hlt SlﬂSQZQUHdszleJSQ glbt

Aufgabe 6.2. Sei R ein reell abgeschlossener Koérper.

a) Bestimmen Sie alle semialgebraischen Teilmengen von R. Welche davon
sind semialgebraisch zusammenhéngend?

b) Sei n € N. Zeigen Sie, dass der offene Hyperwiirfel |0, 1[*C R" semial-

gebraisch zusammenhédngend ist.

Aufgabe 6.3. Fiir n € N sei das Polynom
for= Y T - X)) €RXyL .. X
i=1 j#i
gegeben. Fiir welche n € N ist
a) fn, >0 auf dem R™?
b) f, eine Quadratsumme in R[X7, ..., X,]?

Aufgabe 6.4. Sei (K, O) ein henselsch bewerteter Korper. Zeigen Sie, dass
O beziiglich jeder Anordnung von K konvex ist.
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Ubungsblatt 7

Aufgabe 7.1. Sei R ein reell abgeschlossener Korper, und seien n, m, k € N*.
Seien A C R" und B C R™ semialgebraische Mengen. Zeigen Sie:

a) Sind f: A — B und g: B — R semialgebraische Funktionen, so auch
gof:A— RF

b) Eine Abbildung f: A — B ist genau dann semialgebraisch, wenn fiir
jede semialgebraische Funktion g: B — R die Komposition go f: A —
R semialgebraisch ist.

¢) Seien f1,..., fm: A — R Abbildungen. Die Abbildung f = (fi, ..., fn):
R™ aw (fi(a),..., fm(a)) ist genau dann semialgebraisch, wenn alle
[, semialgebraisch sind.

d) Sei f: A — R semialgebraische Funktion, fiir die f(a) # 0 fiir alle

a € A gilt. Dann ist auch %: A— R, ar ﬁ semialgebraisch.

e) Sind f,g: A — R semialgebraische Funktionen, so auch sup(f,g): A —
R, a s sup{f(a),g(a)} und inf(f,g): A — R, a ~ inf{f(a),g(a)}.

f) Ist f: A — R™ eine semialgebraische Funktion, so ist f~1(B) semial-
gebraisch.

g) Ist f: A — B eine semialgebraische Bijektion, so ist auch die Umkehr-
abbildung f~!: B — A semialgebraisch.

Aufgabe 7.2. Sei S C R" eine nichtleere semialgebraische Menge iiber einem
reell abgeschlossener Kérper R. Zeigen Sie:

a) Fir alle z € R™ ist der Abstand zwischen x und S
dist(z, S) := inf{||lx —y| | y € S}
wohldefiniert.

b) Die Funktion dists: R" — R, z ~ dist(z, S) ist stetig und semialge-
braisch, sie verschwindet auf dem Abschlufl S von S, ist aber iiberall
sonst positiv.

A—
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Aufgabe 7.3. Sei R ein reell abgeschlossener Korper, und sei n € N*. Zeigen
Sie, dass die semialgebraischen Mengen

R", ]0,00[", ]0,1[" und B,, := {x € R" | ||z| < 1}
alle zueinander semialgebraisch hom&omorph sind.

Aufgabe 7.4. Sei (K, <) ein angeordneter Korper, sei n € N*, und sei
K[Xy,...,X,]der Polynomring in n Unbestimmten iiber K. Sei a = (ay,...,a,) €
K™ gegeben. Zeigen Sie, dass die Menge P := P, := {f € K[Xy,...,X,] |
f(a) > 0} folgende Eigenschaften besitzt:

a) PrPCP,P-PCP,K[Xi,...,X, 2 C Pund —1¢ P;
b) PU—P = K[Xjy,...,X,] und PN—P ist ein Primideal von K[X1,..., X,].

Sei nun b € K™ mit b # a. Betrachten Sie die Menge T" := P, N B, =
{f € K[ Xy,....,X,] | f(a) > 0, f(b) > 0}. Welche der oben genannten
Eigenschaften sind auch fiir 7" erfiillt? Welche nicht?
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Ubungsblatt 8

Definition 7. Sei X eine Menge. Sei U C P(X) eine Teilmenge der Potenz-
menge von X. Man sagt, dass U die endliche Durchschnittseigenschaft hat,
wenn jeder Durchschnitt endlich vieler Elemente von U nicht leer ist.

Ist X ein topologischer Raum, so heifit X

(i) quasikompakt, wenn jede Uberdeckung von X durch offene Mengen eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt;

(ii) hausdorffsch, wenn es zu je zwei verschiedenen Punkten z,y € X offene
Mengen U,V C X mit x € U, y € V und U NV = () gibt;

(iii) kompakt, wenn er quasikompakt und hausdorffsch ist.

Aufgabe 8.1. Sei X ein topologischer Raum. Zeigen Sie:

a) X ist genau dann quasikompakt, wenn jede nichtleere, aus abgeschlos-
senen Teilmengen von X bestehende Menge U C P(X), die die end-
liche Durchschnittseigenschaft besitzt, einen nichtleeren Durchschnitt

U =Nyey U hat.

b) Ist X quasikompakt, so auch jede abgeschlossene Teilmenge von X,
wenn man sie als topologischen Raum, der mit der Spurtopologie ver-
sehen ist, betrachtet.

c¢) Ist X hausdorffsch, so ist jede kompakte Teilmenge von X abgeschlos-
sen in X.

Aufgabe 8.2. (Satz von Tychonoff)

Ist (X;)ier eine Familie quasikompakter topologischer Rédume, so ist auch der
mit der Produkttopologie versehene Raum X = []..; X; quasikompakt.

(Anleitung: Sei U4 C P(X) eine aus abgeschlossenen Teilmengen von X
bestehende Menge mit der endlichen Durchschnittseigenschaft. Zeigen Sie,
dass Sie U in P(X) als maximal beziiglich der endlichen Durchschnittsei-
genschaft annehmen kénnen. Betrachten Sie nun zu jedem ¢ € I die Men-

ge Vi := Nyey mi(U), wobei m; die Projektion von X auf die i-te Kom-
ponente X; sei. Zeigen Sie, dass Sie (mit dem Auswahlaxiom) ein Element
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a = (ai)ier € [[;c; Vi wihlen kénnen. Erinnern Sie sich an die kanonische
Basis der Produkttopologie und zeigen Sie dann, dass a € U fiir jedes U € U
ist.)

Aufgabe 8.3. Sei A ein kommutativer Ring. Wir betrachten Sper A zusam-
men mit der spektralen Topologie. Zeigen Sie:

a) Fir P,Q € Sper A gilt P € {@} genau dann, wenn ) C P ist.
b) Sper A ist im Allgemeinen nicht hausdorffsch.

¢) Der Teilraum Sper™**(A) der maximalen Positivbereiche von A ist kom-
pakt.

Aufgabe 8.4. Sei A ein kommutativer Ring mit 1, und sei S eine multipli-
katives System von A, d.h. S ist multiplikativ abgeschlossen und die 1 ist
in S enthalten. Sei S~'A die Lokalisierung von A nach S. Seien Sper A und
Sper S' A mit der spektralen Topologie versehen. Zeigen Sie:

a) Der Ringhomomorphismus t: A — S7!A, a +— %, induziert eine stetige

19
Abbildung ¢*: Sper S~'A — Sper A.

b) Sper S~ A ist homdomorph zum Teilraum {P € Sper A | supp(P)NS =
0} von Sper A.
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Ubungsblatt 9

Definition 8. Sei A ein kommutativer Ring, und sei P € Sper A. Ein Ideal
I von A heifit

(i) P-konvex, wenn aus a,b € P und a+b € I stets a € I (und damit auch
be I) folgt.

(i) ein P-Radikal, wenn aus a € A, b € P und a® + b € I folgt, dass a in [
liegt.

Aufgabe 9.1. Sei A ein kommutativer Ring, und sei P € Sper A.

a) Zeigen Sie, dass supp(P) ein P-konvexes Ideal von A ist.

b) Seien I,.J P-konvexe Ideale von A. Zeigen Sie, dass dann auch [ + J
und I N J P-konvexe Ideale von A sind.

c) Seien I,J P-konvexe Ideale von A. Ist dann auch stets I.J ein P-
konvexes Ideal?

d) Sei I ein P-konvexes Ideal von A. Ist dann das Radikal v/T von I auch
P-konvex?

e) Sei I ein P-konvexes Ideal mit I # A. Zeigen Sie, dass dann /I ein
Primideal ist.

f) Sei I ein Ideal von A. Zeigen Sie, dass I genau dann ein P-Radikal ist,
wenn es P-konvex ist und I = /T gilt.

g) Sei I ein Ideal von A mit [ # A.
Zeigen Sie, dass I genau dann P-konvex ist, wenn P = {a+ 1 | a € P}
ein Pripositivbereich auf A/I mit PU—P = A/l und PN —P = {0}
ist.
Ist I ein P-konvexes Ideal, so definiert also a + 1 <z b+ 1 : <
(b—a) + I € P eine lineare Ordnung auf A/I, die vertriglich mit den
Ringoperationen ist.
Ist I zusitzlich ein Primideal, so ist P ein Positivbereich mit supp(P) =
(0 + I). Insbesondere ist I dann reell.
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Aufgabe 9.2. Sei A ein kommutativer Ring. Fiir a € A und P € Sper A
sei a(P) := ap(a). Seien P, Q) € Sper A. Wir bezeichnen mit (P, Q)) das Ideal
in A, das von allen a € A mit a(P) > 0 und a(Q) < 0 erzeugt wird. (P, Q)
heifit das Tremnungsideal oder separierende Ideal von P und Q.

Sei nun a € A mit a € P, d.h. a(P) > 0. Zeigen Sie, dass genau dann
a € (P,Q) ist, wenn es ein b € A mit a(P) < b(P) und b(Q) < 0 gibt.
(Anleitung: Zunéchst einmal kénnen Sie auch a(Q) > 0 annehmen. Ist a €
(P,Q), soist a= )" ¢d; fiir ein n € N und gewisse ¢;, d; € A mit ¢;(P) >
0 und ¢;(Q) < 0. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen Sie auch
d;(P) > 0 annehmen. Andern Sie die d; jetzt so ab, dass sie d; € A erhalten,

fiir die b:= Y | ¢;d; die gewiinschten Eigenschaften besitzt.)

Definition 9. Sei A ein kommutativer Ring, und seien P, € Sper A. Wir
sagen P ist eine Spezialisierung von @, ) spezialisiert nach P oder @) ist
eine Generalisierung von P, wenn P € {Q} in Sper A (versehen mit der
spektralen Topologie) gilt. Dafiir schreiben wir @@ ~» P. Nach Aufgabe
ist () ~» P &dquivalent zu () C P.

Aufgabe 9.3. Sei A ein kommutativer Ring. Seien P, () € Sper A. Zeigen
Sie:
a) supp(P) + supp(Q) € (P, Q).

b) (P, Q) ist sowohl P- als auch @-konvex, und P und () induzieren die-
selbe lineare Ordnung (siche Aufgabe 0.1 ¢)) auf A/(P, Q).

¢) (P, Q) ist das kleinste Ideal von A, das die in b) gezeigten Eigenschaften
besitzt.

d) Ist (P, Q) # A, so ist 1/(P, Q) ein Primideal und der Tréger (Support)
der kleinsten gemeinsamen Spezialisierung von P und Q.

e) Es gilt (P, Q) # A genau dann, wenn P und @ eine gemeinsame Spe-
zialisierung besitzen.
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Ubungsblatt 10

Aufgabe 10.1. (Satz von Dini)

Sei X # () ein quasikompakter topologischer Raum. Es bezeichne C'(X,R)
den Raum der stetigen reellwertigen Funktionen auf X, versehen mit der
Maximumsnorm. Sei f € C(X,R), und sei (g, )nen € C(X,R) eine Folge, bei
der fir alle x € X die Folge (g,(x))neny monoton steigend ist und gegen f(z)
konvergiert. Zeigen Sie, dass dann (g, )nen in C'(X,R) gegen f konvergiert.

Aufgabe 10.2. (Satz von Stone-Weierstraf)

Sei X # () ein kompakter topologischer Raum, und sei C'(X,R) die mit der
Maximumsnorm versehene R-Algebra der stetigen reellwertigen Funktionen
auf X. Sei A eine Q-Unteralgebra von C'(X,R), die die Punkte von X trennt,
das heifit zu je zwei verschiedenen Punkten =,y € X existiert ein f € A mit
f(z) # f(y). Zeigen Sie, dass dann A dicht in C(X, R) liegt, d.h. der Abschlufl
von A ist C(X,R). Beweisen Sie dafiir die folgenden Aussagen:

a) Der Abschlufl von A ist eine R-Unteralgebra von C'(X,R). Wir kénnen
nun also ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass A eine
abgeschlossene R-Unteralgebra von C'(X,R) ist.

b) Sei f € C(X,R) mit 0 < f < 1 auf X, und sei go € C(X,R) mit
0 < go < V/f, wobei \/f die Funktion in C(X,R) sei, die z € X auf
/f(z) abbildet. Dann konvergiert die durch g,1 :== g, + 3(f — ¢2)
definierte Folge gegen /f in C'(X,R).

(Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Dini aus Aufgabe [10.1])

c) Ist f € A, soauch |f|: X = R, x| f(x)].

d) Sind f,¢g € A, so auch die Abbildungen min{f,¢g}: X — R, =
min{f(z), g(z)}, und max{f,g}: X — R, z — max{f(z), g(z)}.

e) Zu je zwei verschiedenen Punkten z,y € X und beliebigen Zahlen a, b €
R gibt es ein f € A mit f(z) = a und g(y) = b.

f)Ist 0 <e eR, fe CX,R)und z € X, so gibt es ein g € A mit
g(x) = f(z) und g < f + ¢ auf X.
(Hinweis: Benutzen Sie die Kompaktheit von X, um ¢ als das Minimum
von endlich vielen geeigneten Funktionen zu wéhlen.)
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g) st 0 <eeRund f € C(X,R), so gibt esein g € Amit f —e <g<
f+eauf X.
(Hinweis: Benutzen Sie die Kompaktheit von X, um g als das Maximum
von endlich vielen geeigneten Funktionen zu wéhlen.)

Aufgabe 10.3. Zeigen Sie, dass fiir alle x € R
1—-2*)*>0=1-2">0
gilt, es aber dennoch keine Quadratsummen s,t in R[X] mit
I - X?=s+1t1-X?)>3

gibt.
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Ubungsblatt 11

Definition 10. Sei L/K eine Korpererweiterung.

(i) Elemente xy,...,z, € L heiflen algebraisch abhdingig iber K, falls es ein
von Null verschiedenes Polynom p € KX, ..., X, ]| mit p(z1,...,2,) =
0 gibt. Ansonsten heiflen 1, ..., z, algebraisch unabhdingig tiber K.

(ii) Eine Teilmenge M C L heiit algebraisch unabhdngig tiber K, falls je
endlich viele paarweise verschiedene Elemente von M algebraisch un-
abhéngig iiber K sind.

(iii) Eine Teilmenge B C L heifit Transzendenzbasis von L/K, wenn sie
algebraisch unabhéngig tiber K ist und die Kérpererweiterung L/ K (B)
algebraisch ist.

Aufgabe 11.1. Sei L/K eine Korpererweiterung, und sei B C L eine Teil-
menge. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) B ist eine Transzendenzbasis von L/K.
(ii) B ist eine maximale iiber K algebraisch unabhéngige Teilmenge von L.

(iii) B ist eine minimale Teilmenge von L derart, dass L algebraisch iiber
K(B) ist.

Aufgabe 11.2. Sei L/ K eine Korpererweiterung. Zeigen Sie, dass eine Tran-
szendenzbasis von L/K existiert.

Aufgabe 11.3. Sei L/K eine Korpererweiterung, und sei B eine endliche
Transzendenzbasis von L/K. Zeigen Sie, dass jede weitere Transzendenzba-
sis von L/K die gleiche Méchtigkeit wie B hat.

(Hinweis: Wandeln Sie in geeigneter Weise den Beweis des Steinitzschen Aus-
tauschsatzes aus der Linearen Algebra ab.)

Definition 11. Sei L/K eine Korpererweiterung, und sei B eine Transzen-
denzbasis von L/K. Wir setzen

#B, falls #B < oo,

o0 sonst,

trdeg(L/K) = {

und nennen dies den Transzendenzgrad von L] K.
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Aufgabe 11.4. Sei L/K eine Korpererweiterung, und sei L 2 F 2 K ein
Zwischenkorper. Zeigen Sie, dass

trdeg(L/K) = trdeg(L/E) + trdeg(E/K).
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Ubungsblatt 12

Aufgabe 12.1.

a) Sei K ein Korper, und sei p ein Primideal von K[Xy, ..., X,]. Bestim-
men Sie den Transzendenzgrad von L = Quot(K[X7,...,X,]|/p) iiber
K fiir:

(i) p=(f) mit f € K[Xy,...,X,] irreduzibel.
i) p=(X1—ay,..., X, —a,) mit ay,...,a, € K.

b) Seien K ein Korper und n € N. Sei fir 1 <k <mn

opi= Y Xy X, €K[Xy,...,X,]

1<y < <ip<n

das k-te elementarsymmetrische Polynom. Bestimmen Sie den Trans-
zendenzgrad von L := K(o7y,...,0,) iiber K.

Aufgabe 12.2. Sei K ein algebraischer Zahlkdrper. Zeigen Sie, dass dann
jede Semiordnung von K schon eine Anordnung ist.

Aufgabe 12.3. Sei A := R[X,Y] der Polynomring in zwei Unbestimmten.
Es bezeichne < die lexikographische Ordnung auf N x N, d.h. fiir alle d =
(di,ds), e = (e1,e3) € N? gilt genau dann d < e, wenn d; < e; oder d; = ¢;
und dy < es. Dies ist eine lineare Ordnung auf N2, somit existiert zu jedem
von Null verschiedenen Polynom

FXY) = aXhy™

deN2

(mit ag € R und a4 # 0 nur fiir endliche viele d € N?) ein kleinstes d € N? mit
aq # 0, welches wir mit d(f) bezeichnen. AuBerdem setzen wir le(f) := aq(y).
Sei nun die Menge S C A\ {0} folgendermafien definiert:

le(f) >0 und d(f) # (1,1) mod 2N? oder

fes < f#0und { le(f) <0 und d(f)=(1,1) mod 2N%

Zeigen Sie, dass die Menge S := S’ U {0} eine Semiordnung von A mit
supp(S) = {0} ist, aber keine Anordnung.
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Aufgabe 12.4. Seien f, hy,...,hs € R[Xy,...,X,] linecare Polynome mit
Wr(hi,...,hs) =t Wg # 0 und f > 0 auf Wg. Zeigen Sie, dass dann nicht-
negative Elemente by, ..., bs € R existieren, so dass

F=0bo+bihy + - + byhs.

(Anleitung: O.B.d.A. gilt 0 € Wg. Homogenisieren Sie die Polynome hy, . . ., hy
und f: Ist z.B. f(X4,...,X,) =1(X1,..., X,) +a mit [ ein lineares homoge-
nes Polynom (alle Monome haben Grad 1) und « € R, so ist dessen Homoge-
nisierung F'(Xo Xy, ..., X,) =1(Xy,...,X,) + aXp. Analog erhélt man auch
aus hy,...,hs lineare homogene Polynome H,..., H; in n + 1 Unbestimm-
ten. Zeigen Sie, dass F' > 0 auf Wg(Hy, Hy, ..., Hy) mit Hy = X,. Fassen Sie
nun die Linearformen F, Hy, ..., H, als Punkte im R™"! auf.)
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